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N. GUNTHER 

SUK LES INTÉGRALES DE STIELTJES ET LEURS APPLICATIONS AUX 
PROBLÈMES FONDAMENTAUX DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 

PRÉFACE 

Pour expliquer pourquoi j’entreprends la publication de mes recherches 
de trois dernières années, je me permets de citer textuellement les paroles 
de M. H. Lebesgue dans ses «Leçons sur l’intégration». Nous lisons’^ dans 
l’ouvrage de l’illustre auteur: 

«Que les fonctions de domaine s’introduisent en physique et y apparais- 
sent même comme plus directement adaptées aux besoins du physicien que 
les fonctions de point — ne doit pas nous étonner. Un point n’est que la concep- 
tion limite de corps de plus en plus petits, une fonction du point ne peut 
s’introduire en physique que comme limite d’une fonction du corps, d’une 
fonction de domaine. 

«Si pourtant, on parle peu de ces fonctions, c’est que les mathématiciens 
n’ont pas encore créé l’Algèbre et l’Analyse des fonctions de domaine. On 
possède par contre des notations remarquablement maniables pour les fonc- 
tions de points; aussi, par des artifices divers — mais qui se réduisent toujours 
au fond à ne raisonner que sur les domaines assez spéciaux pour qu’ils ne 
dépendent plus que d’un nombre fini de variables — remplace t’on toujours 
l’emploi des fonctions de domaine par celui des fonctions de point». 

En commençant mes recherches en 1926, j’essayais de généraliser 
une formule de Stekloff par ma méthode des fonctions de Stekloif et je ne 


* H. Lebesgue. Leçons sur l’intégration et la recherche des fonctions primitives, Paris» 
1928, chap. XI, p. 292. 
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parvins* à la solution du problème qu’en introduisant à la place de ces 
fonctions certaines fonctions des domaines; pour les mieux distinguer je leur 
ai donné dans ce mémoire le nom des «quasi-fonctions» en faisant observer 
en même temps, que les opérations avec ces quasi-fonctions sont identiques 
aux opérations avec des intégrales de Stieltjes. Depuis ma communication au 
Congrès des Mathématiciens à Bologne, j’emploi maintenant pour ces fonctions 
des domaines en vue de leurs applications le nom de «fonctions moyennes»; 
l’expérience ne conduit le physicien qu’à la connaissance des valeurs 
moyennes des objets de ces recherches, que ce soit la densité, la vitesse, 
la probabilité, etc. 

Remarquons encore que l’utilisation des fonctions moyennes dans les 
recherches purement analytiques date des temps de Riemann au moins, ayant 
ainsi un âge surpassant 70 années: pour s’en convaincre, il suffit seulement 
de faire attention au problème de la sommation des séries divergentes, où 
les fonctions moyennes s’introduisent tout naturellement. 

La foiination des fonctions des points comme limites des fonctions 
moyennes conduit souvent à des fonctions non continues, qui nonobstant 
conviennent aux opérations analytiques étant, par exemple, sommables. 

Or une fonction sommable étant mal définie suivant sa nature même, 
on ne peut pas espérer l’obtenir par un calcul direct: les séries, donnant 
généralement les fonctions continues, deviennent divergentes. 

Cette circonstance devient un obstacle insurmontable dans les recherches, 
où une pareille fonction intervient comme une inconnue auxiliaire, néces- 
sitant toujours l’invention des voies indirectes. 

Comme, au contraire, la fonction moyenne est bien définie, on peut 
présumer, que son introduction à la place de la fonction limite rendra les 
calculs exacts et pratiquables. 

Par exemple, on sait bien qu’une suite normale, orthogonale et fermée 
des fonctions F^, F,, . . . F„... étant donnée, quoique la série 

OiF^-H», F,-l ’ 

(D) 


♦ N. Gunther. Sur une application des fonctions universelles de M. Korn. C. R., t. 183, 

1926, p. 551; oh me. 06 o^hom npujOHveHHii Teopnit aaMKnyTOCTH. Hbb. AKa^. Hayic CCCP, 

1927, 1—2 M 3—4, cip. 63 u 255. 
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correspondante à nne fonction f, à carré intégrable, soit parfois divergente, 
la série 

a,-- Çv.diü-i-a.-- f V.diù-i hw-- f F 

^ tù J ^ ^ (û J ^ ^ 0) J ^ 

(w) ((d) (ü>) 

est toujours convergente et donne la valeur de 

(1) i ffilco. 

H 

Il s’agit donc de poser les problèmes de manière, que la fonction 
moyenne (1) y entre directement et de systématiser les règles concernant 
les opérations avec ces fonctions moyennes; comme les fonctions moyennes 
utilisées jusqu’à présent n’appartiennent qu’au cas très particulier des fonc- 
tions moyennes, on peut espérer que leur théorie permettra d'aborder avec 
succès de nouveaux problèmes plus généraux. 

Septembre 1929. 


CHAPITKE 1 

Les fonctions moyennes 

1 , Étant donné un intervalle (un intervalle proprement dit dans le cas 
des domaines d’une dimension, un carré, uu cube, etc., dans le cas des 
domaines à deux, à trois, etc. dimensions), formons une suite infinie des 
réseaux d’intervalles 

( 1 ) 

en prenant pour le premier membre de la suite 4’intervalle, qui est donné, 
et en divisant en portions égales chaque intervalle d’un réseau de la suite 
en passant d’un nombre de la suite au suivant. 

En parlant d’un intervalle nous supposons toujours que c’est un 
ensemble des points, qui est fermé. 

Si les points envisagés appartiennent à une portion d’une ligne (pour 
les domaines à deux dimensions) ou à une portion d’une surface (pour les 
domaines à trois diiûensions) nous supposons toujours que les droites paral- 
lèles à un des arêtes d’un intervalle coupent la portion de la ligne, 
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respectivement de la surface, en un point au plus et nous prenons pour les 
intervalles des réseaux sur la ligne, respectivement sur la surface, les por- 
tions de la ligne, respectivement de la surface, découpées par les réseaux (1). 

Nous disons que la mesure de l’ensemble (Ej) est nulle, si, quelque soit 
le nombre positif £ il existe un nombre N, tel que dans chaque où n > iV, 
la mesure totale des intervalles, ayant des points communs avec (E), ne sur- 
passe pas t. La mesure d’un ensemble ouvert (E) est toujours positive, car 
quelque soit le point (x) de (E), il est un point intérieur d’un intervalle, 
ayant tous ces points appartenants à (E). 

Envisageons un ensemble ouvert (E) et l’ensemble (E^) de ses points 
limites, qui ne sont pas les points intérieui-s de (E), Si la mesure de {E^ est 
nulle, nous disons que l’ensemble (E-t-E^) est un domaine (w); nous disons 
que l’ensemble (Ej) forme la frontière de (w). 

La limite pour n—*-oo de la mesure totale des intervalles du réseau 
qui contiennent les points de (ou) et ne contiennent pas les points de sa 
frontière est dite la mesure de (w). 

Si tous les points intérieurs d’un domaine (w^) appartiennent à (w) 
et si (wj) ne coïncide pas avec (w), il y a dans (ta) les points intérieurs 
n’appartenants pas à (to^); on obtient un domaine (wj), en ajoutant à l’en- 
semble (E) des points de (w), n’appartenants pas à (w^), tous ces points étant 
limites; car chacun de ces points limites, s’il n’appartient pas à la frontière 
de (to), est un point intérieur pour (w) et s’il n’est pas un point intérieur 
de {E), il appartient à la frontière de (wJ. Le réseau B^, qui correspond 

au nombre y pour les frontières des domaines (w^) et (w), correspond au 

nombre t pour la frontière du domaine (wg). 

Nous disons, que le domaine (w) est décomposé en deux domaines 
et (cüg), en écrivant 

(W) = (üij) -t- (ü)g). 

En désignant par w la mesure de (w), nous avons 

to = tOj-t- tOj. 

Ayant décomposé le domaine (to) en deux portions, on peut en conti- 
nuant ainsi le décomposer en trois, en quatre... en un nombre fini de por- 
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tions. Remarquons, qu’en continuant le procède jusqu’à l’infini nous pouvons 
obtenir un ensemble 


K)- 


K)- 


formé par la réunion des points des domaines (w^), (wj) . . . , qui est dift'érent 
du domaine (w); on obtient une pareille divison, par exemple, en réuniant 
les intervalles en nombre infini, qui forment l’ensemble ouvert des points 
intérieurs de (w). 

Si deux domaines (w^) et (w^) ont des points intérieurs communs, on 
obtient un domaine (w^) en ajoutant à l’ensemble (liJ) de ces points ses 
points limites. Le point limite de (E), s’il n’est pas un point intérieur, doit 
appartenir à {w^) ou à (wj) et s’il est un point intérieur de (w^), il est sur 
la frontière de (wj) comme un point limite des points, appartenants à (wj). 

Le réseau qui correspond au nombre ~ pour les frontières des domaines (wj) 

et (wj), correspond au nombre t pour la frontière du domaine (co,). 

Le domaine (w^) devient la somme du domaine (wg) et d’un domaine 
le domaine (wj) devient la somme du domaine (wg) et d’un domaine (wg). 

2. A chaque domaine (w,.) appartenant à un domaine {DJ des points (a), 
nous faisons correspondre un nombre 

L’ensemble des nombres u (w,.), correspondant à tous les domaines 
possibles, constitue une fonction u (w) des domaines (cü). 

Nous n’excluons pas le cas, quand les nombres u dépendent outre des 
domaines (w) encore des points (æ) du domaine {DJ, en utilisaut dans ce cas 
le signe u(to, x). 

3. Définition 1. La fonction u{bi) est dite une fonction moyenne additive, 
si pour chaque division d’un domaine (w), en deux domaines (wj^) et (cog) on a 

(2) M(u))w =«(wJtü^-+-îl(w2)lÜ2. 

Exemples. 

1) La fonction f étant sommable dans {DJ, posons 

(1) it(ü)) = -^J/aco, 

H 


en désignant par dia l’élément du domaine {DJ. 

Nous donnerons à la fonction (1) le nom de la moyenne de f. 



6 


N. GÜNTHEB. 8üK LES INÏÉGEALES DE STIELTJES. 


Les fonctions de Stekloff, correspondantes à /*, sont les valeurs d’une 
fonction moyenne de f. 

2) Supposons que le domaine. est un intervalle fermé a^x<b. 
Soit donnée une série absolument convergente 

(3) 

et une suite des nombres 


c3 ) iUj, . . . . . . 

ontenus dans l’intérieur de l’intervalle (a, b). 

En supposant que (w) est un intervalle fermé (a, p), posons u (w) = 0, 
si aucun des nombres (3) n’appartient à l’intervalle (a, ^), et 


en cas contraire, la somme étant étendue sur tous les nombres b correspon- 
dants aux. nombres x, appartenants à l’intervalle (a, P), étant posé qu’à 
un nombre x^ correspond le nombre b^ avec le même indice, si x^ est à l’in- 
térieur de (a, P), et le nombre y b^, si x^ est égale à a ou à 

3) En supposant que les points (æj et (x) sont situés sur une sur- 
face (S), répondant à trois conditions bien connues de Liapounoff, posons 


( 4 ) 


(^) 


cosCr^piVo) 


d(j^ 


'10 


étant la distance entre les points (x) et {x^ dirigée vers {x\ la direction 
extérieure de la normale à (S) au point (x), (a) une portion de (S). Remar- 
quons, que la fonction moyenne (4) des (a) est une fonction des points (x^) 
de la surface (S) et une fonction continue de ces points, comme un potentiel 
d’une double couche, répandue sur (S) avec la densité p. égale à — 1 
sur (ff) et à 0 ailleurs. 

4 . Définition 2. La fonction moyenne « (w) est dite une fonction 
à variation bornée, si pour chaque division du domaine (w) en portions 


(U)l), (Wj,) . . . ((0„) 
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en nombre fini on a 

1«K)I ^1“K)I “„<R> 

où B est un nombre détérminé. 

Les fonctions des exemples (1), (2) et (3) sont à variation bornée. 
Si toutes les valeurs d’une fonction moyenne additive sont positives, ell 
est à variation bornée, car on a dans ce cas 

|m(ü)j)1 (ÜjH l-jM(cüJ| = M (ùjj) tOj H •-«(<*>„) = 

Prenons un domaine quelconque (w) et divisons le d’une manière quel- 
conque en portions (w^), . . . (wJ en nombre fini. La fonction moyenne m(w) 
étant à variation bornée, la somme 

(5) |h(wj)|wjH i-1m(wJ|ü)„ 

a une borne supérieure. Désignons la par U (w) w et nommons U (w) w la 
variation totale de m(w) en (w), en donnant à Z7(a)) le nom de la variation 
moyenne de «(w) en (w). 

Remarque. Si au lieu de se borner à la division du domaine (w) eu un 
nombre fini de portions, on tient compte aussi d’un nombre illimité de por- 
tions, on n’augmente pas la variation totale. 

En effet, supposons que la série des domaines 

(Cüj) (Wj) -H 1- (Cü J -+-••• 

converge vers (w). La série 

\u(iü^)\ tü^-+-lM(cü,)l ü),-4 

est convergente, car la somme de ses n premiers termes est bornée. 

Or 

t=n 

(u^)) = (w) — 2 (“<) 

«=1 

étant- un domaine, on a 


|m((Üj)| Wj-I 1m(wJ1 -t- U{ü))tti, 
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d’où suit que 

^■|“(“n)l“n< U((ù)(a. 

Quelque soit le nombre positif e, on a pour un n suffisâment grand 

00 

2 i“K)i “.•< 

t=n-4-l 

Or la somme des n premiers termes de la série ne surpasse pas U (ta) ta. 
Il suit de là qu’on a 

OO 

t=i 


et comme t est arbitraire 

OO 

Ihéorème. La variation d’une fonction additive et à variation bornée 
est additive et à variation bornée. 

Suivant la définition, la variation totale U (co) w d’une fonction 
additive U (ta) est la borne supérieure des sommes (5). 

Divisons (w) d’une façon quelconque en m portions (wJ, (w^) . . . (w^). 
Il existe une division de (w,.) en portions t®!!®» qu’on ait 

U (cü,)ü),. < 2 
i 

Il suit de là qu’on a 

it=m 

H Ui<üju)^ <22 1 < B -H 1. 

•=1 j 

Comme la division de (w) en m portions (wJ, . . . (w,,,) était quelconque, 
ü{<») est à variation bornée. 

Supposons maintenant, que le domaine (w) est divisé en deux por- 
tions (tüj) et (cü^. Divisons les domaines (wJ et (wj) respectivement en por- 
tions: 


( 6 ) 


(w/>), . . . , et . . . , (<«),<">) 
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Comme ü (wJ et U (wj) w, sont les bornes supérieures des sommes 

1m«>)| <) H 1- |«K’">)| |«K<'»)| W W H H W W, 

on a pour un choix convenable des domaines (6); 

U (tOi) Wi — e < |m (cü^<'*)| -H • — I- |m I to/”*' 

^(“s) £ < 1 M (Wi**’) I H H I M (cüj<"*) I ; 

on trouve en additionnant 

i=vi 

U (wj) ü)j^-+-U (Wg) ü)j, — 2e < 2 |?( (cOj'''^)j -+- 

»=i 

t=n 

»=I 

D’un autre côté en divisant convenablement (cü) eu portions (co‘**). . 
on trouve 

(7) Î7(cü)a) — e< |M(a)<‘>)l a><*> h i-Im(co<'’)1 

En désignant par et par les portions communes du domaine 
avec les domaines (w^) et (wj), nous avons 

U ((ü(*>) = U (a>/*>) w w U (ü) W) cü;*> , 

d’où suit 

|m((ü<*>)| CO<’><1m(w W)| w/’. 

On a donc 

5 = 1 * 5 = 1 * 

Z7((i)) w — e < ^ I M (cOi'*>) I ^ !« < U (ü)j^) (wj) Wg. 

5=1 5=1 

On trouve ainsi 

Ü (Wj) CDj -+- Î7 ((üj) lOj — 2e ■< i7(<j)) tü •< f/ (cü,) cuj -+- Î7 (wj) Wj h- e, 
d’où suit 

U (co) (ù— U (tOj) U (cOg) (üg . 
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Théorème. La fonction moyenne additive et à variation bornée (w) 
est égale à la différence de deux fonctions moyennes et «,(«)) additives 
et à variation bornée ayant toutes leurs valeurs positives. 

Pour démontrer le théorème il suffit de poser 

(8) w,(a,) = l (tr((o)-HM(<o)), «,(a,) = i (1^(0))— «(c)). 

Il suit de là qu’on a à la fois 

U (w) = (w) Mj (üj), U (w) = Wj (Cû) -f- (tü). 

Nous nommerons les fonctions (8), définies par les formules (8), la partie 
positive et négative de m(cü). 

Kemarquons, que la décomposition de la fonction u (w) en différence 
de deux fonctions positives peut être faite de plusieures manières. 

Si «;(o)) est une fonction moyenne additive et à variation bornée ayant 
ses valeurs positives, on a 

(8') M(ü)) = Mi'(a))~M;(tü), 

si on pose 

«J ((ü) = (w) w (w), Mj (cü) = «J (w) w (w). 

On s’assure aisément, que la règle donnée conduit à toutes les décom- 
positions possibles de u (w). En effet, de la formule (8') on déduit 

l«(“l)l ^ (“n) 

-r- (Wj) (Oj -I H Mj' (to J ü)^, 

d’où suit 

U(u>)(û = (Uj^ (tü) -H »3 ((o)) (0 ^ (Uj' (w) -+- uj (ü))) (I), 

les fonctions (w) et uj (oj) étant additives. 

Comme on a 

«1 (w) Mj (w) = (w) M j' (w), 

on en déduit 
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On s’assure aisément, par exemple, que pour la fonction de l’exemple (3) 
on peut poser 

(») (») 

^ ^ jijlços^ j. 


On peut, en effet, entourer le point (a;^) par une portion de surface (8) 
découpée par une sphère, dont le rayon est assez petit pour qu’on ait 

IJ ♦’io I J ^10 3 


Décomposons {a — 8) en portions (o-j), . , . , (cj. Comme on a 


|u(8)|8-<-|M(ff,)|cr, 
0s . cos(rijiVj) _ 

— 7:r~ 


“K)kn = 

icos(ri„iV„)| ^ 


les points (x^), . . . , (xJ étant situés dans (o-j), . . . , (aj et comme, n étant 
assez grand, la somme à droite diffère de 


3 J. »’l0 


moins que que, t étant arbitraire. 




Comme les fonctions (a), (cr) sont positives, la dernière égalité 
montre, qu’on doit avoir 


f\^21ÈlS^d<T= ü'(a)a. 
J ^10 
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Faisons encore une remarque, en supposant que les valeurs de la 
fonction «(w) sont positives. Supposons, que (w) est décomposée en une 
infinité des domaines 

((ü) = (ü)i)h 

En désignant, comme tout à l’heure, par le domaine 

t=:n 

i=l 

nous avons 


d’où suit 


U (coJ ( 0 ^ H HW (co^ (0^ -H W (0^^^ = U (co) ( 0 , 


La série 


m(cüi)(üj 


H- U (u) J (ü^ H 


est donc convergente, ayant une somme des n premiers termes bornée et sa 
somme ne surpasse pas u (w) w. Si la somme de cette série est toujours égale 
à M ((!)), la fonction w(cü) est dite absolument additive. 

5. Supposons que le domaine (w) est contenu dans (w), n’ayant pas des 
points communs avec la frontière de (w), et que le domaine (w) contient éga- 
lement (tü) dans son intérieur. En formant (w) on peut, par exemple, prendre 
la somme des intervalles d’un réseau contenants les points intérieurs 
de (tü) et ne contenants pas les points sur sa frontière. 

Les limites 


(9) limM(w)w, limM(w)ü> 

quand (w) et (w) tendent à se confondre avec (o)), sont en général différentes 
de m((ji))cü, comme le montre l’exemple (2) du § 1. 

En effet, si (w) est l’intervalle (oj'-i-yi, — yi), la limite de m(w)w 
est égale à zéro quand »)— »-0, tandis que, si (w) est l’intervalle {x^, x^), on a 

M(a))ü) = y(6j -+-6,). 

Désignons les limites (9) respectivement par «(tojw et «(<»))&). 
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Si toutes les valeurs de «(w) sont positives, on a 
w ^ w (^) ^ w (w) 

car, par exemple, on a 

K (cü) W -H M (w ^ (u) (ü) = M (w) ta. 

La dernière égalité et l’égalité analogue, correspondante à w(a))ü), 
en démontrant l’existence des limites « (w) et «(w) pour les fonctions à valeur 
positive, la démontre également pour toutes les fonctions moyennes additives 
et à variation bornée. 

Pour s’assurer que la limite m(w) ne dépend pas de la loi de la variation 
de (w) on peut, en parlant d’une fonction m (ta) à valeur positive, prendre 
en premier lieu les domaines formés par des intervalles, mentionnés ci-dessus. 
Quelque soit (w) on peut l’enfermer entre deux domaines ayant la forme 
décrite. 

Définition 3. La fonction moyenne u (w) est dite continue, si pour 
chaque domaine (w) on a 

(10) lim m(w)(iü = m(ü))(o. 


La fonction moyenne additive peut être continue sans être à variation 
bornée ; si la fonction continue cp {x) n’est pas à variation bornée, la fonction 
moyenne 


M (cü) 


9(p) — 9(°t) 
p-a ’ 


fo = P — a 


étant continue, n’est pas à variation bornée. 

Remarquons que, si la fonction «(w) est continue, on a aussi 

lim m(w)(Ô = m(cü)w = u(w)xo. 


En effet, supposons que le domaine (£1 -+- w) contient (w), que (£\) est 
un domaine contenu dans (Ü), ayant sa frontière extérieure commune avec 
celle de (û), que (û,) est un domaine contenu dans (O), ayant sa frontière 
intérieure commune avec celle de (w) et que (O^) est égale à (£î — — O,).. 

Comme la fonction «(w) est continue, la limite 

M (Oj) (ûj) — > 0 
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est égale a zéro. Comme la limite de u (Q,) Ü3 est égale à u (Q) Cl, 
quand (ü^) — »• (O) et comme 

u (Ü) O = M (ü.,) Ü3 H- U (Ü J Dj -+- M (Üg) O3 

on a 

lim M (üg) Qg — 0, 

d’où suit que 

limM(w -+-üj) (ca = limM(cü)â> = m (w) w = m (w) w. 

On s’assure de la même manière que la fonction «(w) est continue, 
si pour chaque domaine (wj on a 

u (cü) (ü = M (tü) W. 

Il suffit pour cela de construire le domaine (w -+- Q), contenant (w) 
le domaine (w -+- O -+- £\), contenant fw-t-Ü), et le domaine (w — £lg), 
contenu dans (co). Comme on a 

u (oj —I— il “+“ O 3 } (w — f— O —I— ^ ti) ((O —1— O) ■+“ M (dj) dj, 

w (d ”f* d^ dg} (d dj ■+" dg^ w (d) d *+* w (dj^) d^ ~+~ w (dg^ dg, 

on conclut successivement que 

limM(dJdj = 0, dj— *0, limM(dg)tîg = 0, dg— >0 

et 

lim M (cü — dg) (w — dg) = M (oü) cü — lim u (dg) dj = m (w) w, dg — *• 0. 

Supposons, que les valeurs de «(w) sont positives. Si (w) est contenue 
dans (w) et si on divise (w) en deux portions (wj^) et (wg), (w) sera divisé 
en deux portions (cü^<’>) et (wg*^^). On a 

M (w) (ü = M -H « (Wg***) 

Il suit de là 

M (lü) CO = lim M (w ) w = limM((Oj^^^)(Oj^^*-i-limM(cOg^^’)tOg^^’>M((Oj^)(Oj-f- 
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les limites des « (< 0 '“) et « pouvant être plus grandes que 

car ont des points communs avec les frontières de (wj) et de (w,). 

On a donc 

M (tü) W P> M (wJ Wj -H- M (Oj. 

Divisons le domaine (w) d’une manière- quelconque en portions 

(oji), (wg) . . . (w J 

en nombre fini et formons la somme 

(11) M((üi)<Oi-HM(a),)WjH 

Désignons par ?(<«)) w la borne inférieure des sommes (11). La fonction 
moyenne l (w) est une fonction additive. 

Supposons que le domaine (w) est divisé en deux portions (w^) et (wj). 
Divisons les domaines (wJ et (wg) respectivement en portions (6). 

On a pour un choix convenable des domaines (6); 

U l (ü)j) fa)j -+- £ 

U (coj^^*) cOg^^’ -+-•••-+-« (<üg ^”>) ü)j^"* •< l (üjg) Wg -+- e 
et on trouve en additionnant 

i^m 

Z(ü))w <2«_t(ü)/>)(o/>-»- 
•=1 

i=n 

^ w ^ (“1) “1 1 (“*) s 2£. 

«=1 

D’un autre côté en divisant convenablement (w) en portions 

(<o“>),...,(co<’^) 

on trouve 

M (W^'^) -4- M i (w) W -+- £. 
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En désignant par (“«*0 portions communes du do- 

maine (w‘*’) avec les domaines (wj) et (w^, nous avons 

U (toW) (üW > « (w/*>) (O W M ((o/O CO W , 

d’où suit 

«=r 8—r 

(Oi***) COj^** 2 M (cOj^**) COj*** < l (co) (O -I- £. 

«=1 «=1 

On a donc 

^ (cOj^) cOj -H ? (co,) CO, — e •< ^ (co) co < Z (co^) cOj H- i (co,) CO, -H 2e 

et on conclut que 

(12) i(co)co --^(co,)cOj,-+-Z(co,)co,. 

En envisageant la fonction 

( 13 ) m(co) — w(w) 
on voit que 

(m (cOj) — M (cOj)) COj - 4 - (m (co,) — U (cO,)) CO, = 

= U (co) (O — (m (co^) cOj^ -+- m (co,) to, > M (co) co — u (co) co. 

Désignons par L (co) co la borne supérieure des sommes 

2 (“(“i)— «(“<)) 

t=i 

On s’assure aisément qu’on a 

(14) «(co) = ;(co)-4-Z(co). 

En effet pour une division con4renable de (co) en portions (co^), . . . (co„) 

i~n 

U (co^.) cü^ < ü (co) (O -I- e. 

tr=l 


on a 
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Comme pour chaque division de (w) en portions (w^), . . . (wJ on a 

»=n i=n 

{« (lü,.) U (o),.)) W,. = M (w) W \ Wf < L (w) W, 


»=l 

on trouve 


»=i 


M (co) (O <C Z (cü) O) -f- L (w) tO -H £, 


D’un autre côté pour une division convenable de (w) en portions 
(wj), . . . (wJ on a 

L (w) 'OJ — t < {m (Wj.) M (lO,:)) (0,. = U (w) W M (w<) (0^ 


•=1 


et 

d’où suit 

On a donc 






/ (ü)) U) -+- X (tü) ü) Z <c.ü («o) Cl). 


i((»)J (0 -+- 7y (eu) 10 — t < M(fcü)co <C (^(w) -4- i (co)) (0 -H r, 


d’où on conclut 


M (co) eu — / ((0)h) X( {(o) Cl). 


Nous dirons, que la fonction L (co) détermine les sauts de la fonction 
U (co). Démontrons maintenant que l (co) est continue. 

Désignons par (co) un domaine quelconque, (<o) un domaine dans son 
inteirieur, (cOj) la différence entre (co) et (co)'. 

Imaginons un domaine (Ü) variant de (co) à (co) de manière que sa 
mesure augmente; si h = Q — co, h varie de 0 à — w et on peut 

traiter (ù) et «(Q)Ù comme les fonctions de h. 

Si 


u(Ù)Ù = f{h), 


f(h) est une fonction croissante. , 

Donnons à h deux valeurs et 


0<h,<h,<h, 
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et soient (Ü^) et les domaines (ü) qui leurs correspondent. Ayant posé 

K) = (Q, — 

nous avons 

« (“i) îî>i = w (^V û, — « (^) — w 

et obtenons 

l (Wj) < M (ü)^) < 0 ^ = lim M (ü)j) Wj = /‘(Aj — 0) — f(-t-O). 

La différence 

/'(A„-0)-f(-»-0) 

étant infiniment petite pour 0, on voit que ^(wj)cüj l’est aussi. 

Théorème. Si la fonction moyenne additive et à variation bornée «(eu) 
est continué, ses parties positive et négative le sont aussi. 

Supposons, que (w) et (w) soient les parties positive et négative 
de la fonction «(eu): 

U (eu) = «^ (tu) Mj (ou). 


Si la fonction u (&>) est continue, on a 

U (eu) (U — « (eu) eu = (eu) (u — «^ (eu) w) — («g (tu) tu — (tu) tu) = 0. 

Les fonctions (tu) et (oj) ayant les mêmes sauts, leurs fonctions des 
sauts sont égales et on a 

«1 (tu) = (tu) ~t- L (tu), «g (tu) = Ig (tu) H- L (tu), 

les fonctions /, (tu), üg(tu) étant continues. Comme on a 

M(cu) = fj(tu) — ^g(tu) 

les fonctions «^(tu) et «g (tu) ne sont pas les parties positive et négative 
de « (tu), si L (tu) est différente de zéro. 

On conclut du théorème, que la fonction moyenne additive et à varia- 
tion bornée étant continue, sa variation moyenne l’est aussi. 

Les sauts d’une fonction additive à valeurs positives sont positifs. 
Comme on a 


U ((u) = (tu) -+- «g (tu), 
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les sauts de la fonction Uiai) étant égaux à zéro, les sauts des fonctions 
et. doivent l’être aussi. 11 suit de là que la fonction w((ü) est 
continue, si sa variation moyenne 17 (w) est continue. 

6 . Envisageons la suite des réseaux des intervalles (1). 

Une fonction moyenne «(ça) additive et à variation bornée des 
domaines (w) étant donnée, on peut dire qu’une fonction «(*) des inter- 
valles (i) de la suite des réseaux est donnée. Si un intervalle (ï) est contenu 
dans (DJ, on connaît u(i); si tous les points de (i) sont extérieurs à (D^), 
on peut poser M(i) = 0; si (i) est la somme de deux portions et 
dont la première est extérieure à {DJ, on peut poser 


( 15 ) 


u{i) = 


i 


Réciproquement, si la fonction m(w) est continue, elle est complètement, 
définie, quand on donne cette fonction m(î) des intervalles, chaque domaine (w) 
étant la limite des domaines inscrits, formés par des intervalles. 

Si la fonction moyenne «(w) additive et à variation bornée est continue, 
on peut la généraliser en formant avec son aide une fonction moyenne des 
ensembles mesurables (M), appartenant à un certain corps (A), telle 
qu’on ait 

(a) i^,| = itf,) \M, M,\, 


les ensembles {M^ et (üf,) n’ayant pas les points communs, et 
(b) 

pour chaque série des ensembles {M ^, . . . {MJ sans points communs, 
contenus dans {DJ, \M\ étant la mesure 

Pour démontrer ce point il suffit de suivre la méthode indiquée par 
M. L. Schlesinger,* qui consiste dans l’application de la théorie de la 
mesure des ensembles à la fonction m(m). 

Comme cette généralisation n’a qu’une valeur secondaire pour ce qui 
suit, nous nous contentons ici de l’indications des étapes principales de la 
démonstration. En suivant pas à pas les raisonnements des alinéas 11—14 


Lebesguesche Intégrale nnd Foorlersche Reihen, p. 151. 
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de l’ouvrage mentionné de M. L. Schlesinger, supposons, en s’appuyant sur 
le théorème du § 4, que les valeurs de u (w) soient positives. 

Supposons, que (h) est un intervalle quelconque et désignons par (h!) 
l’ensemble ouvert, formé par ses points intérieurs. Etant donné un ensemble 
mesurable (M) on peut l’enfermer dans un système dénombrable des inter- 
valles ouverts 

( 16 ) (V),(AA---(V).--- 

Chaque ensemble {h') étant une somme d’une infinité.dénombrable des inter- 
valles (î-j) des suites des réseaux (1 ), on peut dire que l’ensemble (M) est 
enfermé dans un système dénombrable des intervalles 

(17) (^), •(»*), . • ^ (*„), . . . 

chaque point de (M) étant dans l’intérieur des intervalles (17). 

En triant les intervalles (17) on peut les partager en groupes des 
intervalles, appartenants aux réseaux (B^) . . . {B. J .... Si on efface main- 
tenant dans la suite (17 ) chaque intervalle, qui est en entier dans l’hitérieur 
d’un intervalle qui lui précédé et si on efface dans chaque intervalle la. 
portion, qui est dans l’intérieur d’un des intervalles précédants, en donnant 
à la portion restante la forme d’une somme des intervalles, appartenants à 
un réseau (B^) à l’indice v plus grand, on transforme la suite (17) en une 
suite des intervalles distincts. Les points de l’ensemble (M) peuvent, 
maintenant, être situés sur les frontières communes des intervalles (17). 
Formons la série 

( 1 8) U (i^) \ U ( /.;) .'2 H 1- M ( ) ?■„ H 

(|ui est convergente, ayant ses termes positifs et une somme bornée des n 
premiers termes, car 



est un domaine. 

En choisissant de toutes le.s manières possibles les intervalles (16), 
désignons par 

(19) u{M)\M\ 

la borne inférieure des sommes (18), |ilf| étant la mesure de l’ensemble (M). 
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Le nombre (19) étant bien défini, nous obtenons ainsi la valeur de 
u(M) pour chaque ensemble (M) dont la mesure est positive. Pour les 
ensembles de mesure nuUe, il s’agit seulement du nombre (19). Posons encore 

u{M — M) = 0. 

1) Les intervalles (17)j, qui couvrent l’intervalle ouvert (i'), sont compris 
dans les intervalles (i^), (1^), . . . (i,„), formant un domaine contenant (i), pour 
lesquels la somme 

j-m 

y 

diffère aussi peu qu’on voudra de la mesure de (i). 

Comme, à cause de la continuité de la fonction «(w), on a 


lim ^ = 

j^i 

on voit que 

u(i') = u(i). 

On peut donc remplacer dans (18) quelques termes w(i^), ... u{ij , . . . 
par M (ij'), ... U (ij), . . . sans rien changer. 

En suivant maintenant l’exposition de M. Schlesinger on déduit, 
aisément que ; 

2) Si l’ensemble (ilfj) est contenu dans (ilfj; 

Ainsi, si l’ensemble {i") ne diflere de l’intervalle (i) que par quelques points 
sur la frontière, on a 

(«') < {i") < (i), « (■<■") — U (i') = U (i). 

3) On a pour les ensembles (AQ et (M^: 

U (Af, AQ [Af, -4- A/,| < U (A/,) 1 A/J - 4 - « (AQ | AfJ . 

4 ) Si 

(A0 = (A/J-4-(A/J-4-... 
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on a 

u{M)\M\<u{M;)\M^\-t-u (iig iM,| H- . . . 

5) Si (O) est un ensemble ouvert contenant (üf), le nombre (19) est 
égale à la borne inférieure des nombres 

»( 0 )| 0 |. 

6) Si l’ensemble {M) est une somme des intervalles en nombre fini 
ou non, qui n’ont pas des points intérieurs communs, comme, par exemple, 
un ensemble ouvert, on a 

(20) M(M)|ilfl=5:M(ê*)|i*l> 

7) Si (Jlfj) et (ilf,), sont les ensembles sans points communs, répondant à 
la condition de l’alinéa (6), on a 

(21) «(ilf, -K- Jl/,) \M^ -H il/,1 = «(ü/,) I Jl/,j -H M(üg |il/,l. 

h) Si {M^, {M ^, . . . sont les ensembles sans points communs, répondant 
à la condition de l’alinéa (6), on a 


(22) u{M)\M\=^u(M,)\M, 

»=1 


* Si 

00 

1 k 

n’ont pas des points communs, on a: 


oo 


et 


v=l fc=l 

oo oo oo oo 


h-l 


v=rl 


v=:l 


d’oà suit l’égalHé (20). 
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9) En se basant sur l’assertion de l’alinéa (7) on trouve pour deux 
ensembles ouverts (Oj) et (Oj), que 

«(0,-0,) |0,- 0,1 = «(0,) 10,1 -«(0,) |0,1, (0, < 0,) 

M (0, -H Oj,) 10, 0,1 M (0, 0,) 10, 0,1 = M (0,) |0,1 -H M (0,) |0,1 . 

1 0) Si l’ensemble (M) est contenu dans un ensemble ouvert (0) et si 
l’on pose 

«, ( Jf) I 1 = M (0) 1 0 1 — M (0 — ilf ) 1 0 — ilf I , 
le nombre Uf{M)\M\ ne dépend pas du choix de (0). On a toujours 

Supposons maintenant que la fonction u(M) n’est considérée que pour 
les ensembles (ilf) répondant à la condition 

(24) Uf{M)\M\ = uiM)\M\. 

Convenons de dire, que l'ensemble (M) vérifiant l’égalité (24) 
appartient an corps (.4) des ensembles. On démontre aisément, que si 
l’ensemble (M) appartient au corps (A), l’ensemble (0 — M) lui appartient 
aussi; que ce corps (J) contient les ensembles ouverts, les intervalles, 
les ensembles fermés, les ensembles pour lesquelles le nombre (19) est égale 
à zéro, entre autres les ensembles dénombrables. 

Enfin on démontre, que si les ensembles {M^ et (üf,) appartiennent 
au corps (A), les ensembles (ilf, • ilf,) et (Af, -t- ilf,) lui appartiennent aussi 
et si (Af,) et (Af,) n’ont pas des points communs, pour ces ensembles l’éga- 
lité (21) est satisfaite; si les ensembles (Af,), (Af,) . . . , qui sont sans points 
communs, lui appartiennent, l’ensemble 

OO 

(M)= 2 w 

»=1 

lui appartient aussi et l’égalité (22) subsiste pour ces ensembles. Ayant en 
vue l’égalité (22) nous disons, que la fonction «(Af) est absolument 
additive. 
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7 . Défimitim 4. La fouctioa moyenne additive m(cj) est dite absolument 
continue, si quelque soit le nombre positif e, on peut lui faire correspondre 
un nombre rj de manière qu’on ait 


(25) 

quand 



(25) 

A 

••-»-Wp<Yl, 


quelque soit le nombre fini p, les domaines (o)^) . . . (Wp) pouvant n’être pas 
contigus. 

Remarque. Si la dimension du domaine (7)^) est plus grande que 
l’unité, on peur, simplifier cette définition en disant, que la fonction «(w) 
est absolument continue, si pour chaque nombre positif e, on peut assigner 
un nombre yj, tel que 

jM ((ia)j w < t, 

la mesure du domaine (connexe) (w) étant plus petite que y). 

Evidemment, la somme 

Cl), -4- tü„ O) 

12 P 

étant égalé a un nombre yj^, moindre que yi, on peut toujours unir les 
domaines (cu^), (eu,) . . . (w^) par des tubes ayapt une mesure moindre que 
>1 — vil ^t former ainsi un domaine connexe (w). 

Si la fonction additive m(^co) est absolument continue, pour chaque 
division du domaine iJ)^) en portions (co^), . . . (oj^) subsiste l’inégalité 

I ?< ( (Oj) I cu^ -t- I M (a, J I ü)„ < 7?, 

B étant un nombre déterminé. 

Supposons que l’inégalité ('26) soit satisfaite pour e = 1, si y] = y)^. 
Choisissons parmiies réseaux (1) le réseau qui est coupé par les fron- 
tières des intervalles, parallèles à un plan des coordonnées, en tranches, de 
manière, que la mesure de chaque tranche soit moindre que Supposons 
que nous obtenons N tranches. Les frontières des tranches coupent les 
domaines (cOj), . . . (cü„), ce qui augmente la somme 

lM(Wl)hi -• 


(26) 
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Or, la mesure de chaque tranche étant moindre que la somme (26) 
se transforme en N sommes, chacune desquelles eet moindre que 1. f)n a 
donc pour chaque choix des domaines . . . (w^) 

lw(“i)| -• < N. 

On en conclut que chaque fonction u{ua), qui est absolument continue, 
est à variation bornée. 

Si la fonction u (w) est absolument continue, sa variation moyenne 
U fw) l’est aussi. Pour le démontrer dans le cas, quand la dimension de (D^) 
urpasse l’unité, il suffit d’observer, que, si 

<i> <Y1, 

on a 

|M(a),)lcü,H H|M(w„)|a)„ <£; 

la borne supérieure des sommes (26) ne peut donc pas surpasser £. 

Si la dimension de (Z)^) est égale à l’unité, il suffit, ayant choisi le 

nombre p, de trouver le nombre t; correspondant à ^ • Il suit de là, que, si 

a fo nction «(w) est absolument continue, ses parties positive et négative le 
sont aussi. 

Si la fonction «(w) est absolument continue, elle est absolument 
additive. Il suffit de démontrer l’assertion pour les parties positive et néga- 
tive m(w). 

Supposons, que m(cü) est positive et supposons, qu’on a 

(w) = (Wj) -e- (cog) -» h- (oj J -t- . ■ . 

En désignant comme ci-dessus par (w,) un domaine dans l’intérieur 
de (w^, n’ayant pas des points communs avec (w^), nous avons 

A^=rn 

^ y*) = M(w)w. 

*=1 *=1 

Or si « est assez grand, la mesure du domaine 



( 27 ) 
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est moindre que t). On en oonclut, que 


d’où 


|m(ü))u) — 2 si n>^, 

fc=l 

h=n 

|m(ü))ü) — <e, si n'^N. 

S 


Il suit de là, que 


( 28 ) M (w) U) = « (Wj) Cüj -+- M (ODj) Cüj -♦- • • • 

'rhéorème. Étant donnée une fonction moyenne additive «(<«)), si la 
fonction 

|«(a,)r\ X>0 

est à variation bornée, la fonction « (w) est absolument continue. En utilisant 
l’inégaüté connue de Hôlder 

S a. ù,. < V £ ) 1+^ (L 

on trouve 

2 l“K-)h< = 

vsn 

»=i ^t=i ' »=i 

Il suit de la que, quelque soit un nombre positif e, on peut trouver un 
nombre yj tel, que 

i=p 

si w < T), on a ^ |w((ü^|wj < e. 

»=r 

Comme cas particulier signalons, que la fonction moyenne ad(fitive u (w) 
est absolument continue, si elle est bornée, c’est-à-dire, si on a pour 
chaque (co) 

jtt(a))| Ck. 
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Exemple. Etant donné nn ensemble mesurable (Jlf), désignons par 
(wM) la portion de (M) continue dans le domaine ((<>). La fonction moyenne 

|a>af| 

(d 

est absolument continue, ses valeurs ne surpassant pas l’unité. 

Si la fonction moyenne u((o) est absolument continue et si on forme 
suivant les règles du § 6 la fonction généralisée des ensembles u (M), on 
. trouve' pour le nombre 

(29) M(ilf)|ilfl 

la valeur zéro, si la mesure de (M) est égale à zéro. 

En effet, quelque soit le nombre positif u, on peut couvrir l’ensemble (If) 
par un ensemble dénombrable des intervalles (if) tels que 

En choisissant le nombre N de manière que 

OO 

»>» 

on trouve, que la mesure de la somme des domaines 



est moindre que Il suit de là, que 

fc=n 

fc=l 

d’où l’on conclut, qu’on a aussi 

00 

8. Formons suivant la règle du § 1 ime suite infinie des réseaux des 
intervalles, contenant (DJ. 
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Prenons un point (x) du domaine (DJ. 

Ayant pris le réseau avec l’indice v, envisageons l’intervalle (i„) conte- 
nant {x) dans son intérieur, en désignant par un groupe d’intervalles 
du réseau, formant un intervalle plus étendu, si le point {x) est sur la frontière 
d’un des intervalles du réseau.* 

Envisageons en premier lieu les domaines (w) contenus dans (i^) 
tels que 

(29) “>a. 

*v = 

Désignons par u^^){x) la borne supérieure des m(u») pour tous les 
domaines (oj) répondant à l’inégalité (29);' posons 

et, eu remarquant, que croit, quand a diminue, 

ü (a:) = lim (î), a --*■ 0 . 

Nous définissons de la même manière les nombres 

Ua(x) , u(x) 

en prenant partout les limites inférieures. 

Définition 5. Si on a 

M (j;) = U (x) 

on dit que la fonction moyenne u{(u) a, une valeur 
(.30) ?< (à-) = M (a) = U (x) 

au point (x). 

Exemple. La fonction moyenne de l’exemple (1) du § 1 a presque 
partout une valeur égale à f(x). 

Faisons quelques remarques à propos de la définition posétf. 

On a toujours 

W (^)< ^ < M (*)• 

• Voir L. Schlesioger und Plessner. Lebesguesche Intégrale und Foarieracbe Reihea , 

p. U 3. 



LES FONCTIONS MOYENNES 


29 


Ainsi, si l’égalité (30) est satisfaite, on a aussi 
M (x) = UtCx) = (X). 

Si au point (x) la fonction moyenne u(co) a une valeur et si les domaines, 
de la suite 

(•^î) K), (wj), . . . (ü)j , 

qui sont contenus dans les intervalles de la suite des réseaux en répondant 
à la même inégalité (29), tendent vers zéro, on a 

U (x) = lim M (w^), M — *■ c« . 

En effet, pour chaque (wJ est valable l’inégalité 

< U ((.’,; < M/) (X), 

qui montre que 

fim M (ü) J < iim (.r) = u (x) 
l im U (ta J > lim (.r) = u (x). 

Si la fonction moyenne u(ta) est. continue et si l’on forme suivant la 
règle du § 6 une fonction des ensembles u{M), appartenants à un corps (A), 
on peut étendre la définition donnée sur la fonction u{M), en prenant au 
lieu du domaine (wl, contenu dans (i^), les ensembles (Ai), y contenus, en les 
assujettissant <à la restriction 

\M\ 

(29) ^->a- 

K 

Comme les domaines (w) entrent dans le corps (A), il est évident, que 
dans tous les points, où la fonction «(Af) a une valeur, la fonction u(ta) 
l’a aussi et que ces valeurs sont égales. 

Remarquons encore que les fonctions des points «(.r) et u (x) sont 
mesurables. Pour le démontrer il suffit d’observer que pour v et a fixes les 
fonctions des points 

Mg'“' (•'■)» 

comme ayant un nombre limité des valeurs dans (D^) sont mesurables. Il 
suit de là que les fonctions «(a?), u(x) le sont aussi comme les limites des 
suites des fonctions mesurables. 
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9 . Théorème. Une fonction additive et à variation bornée a presque 
partout une valeur. 

Pour le démontrer, remarquons que si 

U (w) = (ü)) Mj («) 

(tü) et Mj (w) ayant leurs valeurs positives, on a 

û{x)-^u^{x) — ««(ic) 
u(x)>Uiix) 


car on a évidemment 

(x) <tt^(v)(æ). 

Il suit de là, qu’il suffit de démontrer le théorème pour les fonctions 
moyennes, ayant toutes leurs valeurs positives; si les inégalités 

(x) > ^ (x), (a;) > (x) 

peuvent être satisfaites seulement pour les ensembles de mesure nulle, 
l’inégalité 

w(a;)> «(a;) 

l’est aussi seulement pour les pareils ensembles. 

Supposons, par conséquant, que toutes les valeurs de «(w) soient 
positives. 

Nous démontrerons plus loin que l’ensemble des points où on a 


M (a;) = oo 


est de mesure nulle. En excluant ces points, supposons que l’inégalité 

û{x) — M(a:)> 0 

soit satisfaite pour un ensemble (E) des points, ayant la mesure positive.* 


* L’ensemble (E^) est mesurable, car la fouction û(a:) — u{x) est mesurable étant égàle 
i$la dififérence entre deux fonctions mesurables ü (x) et u(x). 
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Décomposons l’ensemble (E) en ensembles partielles (E^), (E^) en 

supposant que {EJ soit l’ensemble des points dans lesquels 


1 

I0"“ï 


^ U («) M (X) > 


Jl^ 

10 "’ 


(EJ étant l’ensemble, où 


Gomme on a 


u{x) — M (j;) > 1 . 




la mesure de l’un de ces ensembles doit être positive. Il existe donc un 
nombre 2a, tel que l’inégalité 

ü{x) — «(^)> 2a 

est satisfaite par un ensemble (e) de mesure positive. 

Divisons l’ensemble (c) en ensembles partiels {ej, {ej ... en choisissant 
pour {ej l’ensemble des points dans lesquels 

ka < M (irX (fc -H 1) a. 

Comme on a 

= 

la mesure d’un des ensembles (ej, {ej, est positive. Supposons que 

c’est l’ensemble {ej. Pour tous les points de cet ensèmble on a 

M (a:) < (A; -H 1 ) a, m (a:) >> «(a;) -f- 2 a> (/c-e- 2) a. 


Posons 

(A 1) ffl < y- <C Xj < ^ < (A: 2) O. 

On peut maintenant affirmer, que la mesure de l’ensemble (M) des 
points, pour lesquels 


M (a:)< X < xX \ ^ « (®). 

est positive. Comme la mesure | Jlfj de l’ensemble (M) est positive, il existe 
dans cet ensemble un point (x) dans lequel la densité est égale à 1, 
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la densité an point (a:) étant la valeur au point (x) de la fonction absolu- 
ment continue 

(32) 

cette valeur étant égale à 1 presque partout.* 

Comme « (x) est plus petite que k et comme 

H (x) = lim Ua(x) , si a < a, : u^ix) < x -h > 

en prenant pour e un nombre moindre que x^ — x. 

Il suit de là, qu’il existe une infinité de (x) qui justifient 
l’inégalité 

Ua^''Hx) < Ua_ix) 7^ < X H- £ < X^. 

On conclut de là, qu’on peut assigner une infinité des domaines 

(33) (cüj), (<Oj). . . .(inj 

tels que 

M (w,) < Xj, M (W J < Xj 

Comme les domaines (33) répondent aux conditions imposées par le 
§ 8 aux domaines (31), la suite 


O (Wj), 3 (Wj) ,8 (w J 

a, une limite égale à l’unité. 

Inscrivons dans chaque domaine (wJ un nouveau domaine (wJ n’ajant 
pas de points sur la frontière (tü„) et tel que 

£j étant un nombre positif choisi d’avance. 

La suite des domaines 

(33') (Wj), (wjj), .... (wJ, .... 


* Voir, par exemple, L. Schlesinger und Ples'.ner, 1. c., p. 123. 



LES FONCTIONS MOYENNES 


33 


répond aussi aux conditions imposées aux domaines (33) et la suite 

), 8 ( 5 , 

a une limite égale à l’unité. 

Cela étant, on peut trouver un nombre n, tel que 

S» -S» 

e, étant un nombre choisi d’avance après le choix de e^. 

Pour simplifier, désignons (w,,) simplement par (w). On a 

(34) m(cü)(«) 8(a))cü > cu(l — e,), 8(05) SJ > (1 — e,) 5, ô5=(ü(1 — e^) 

et 

8((ü)(ü = 1 ü) Jlf|, 8(5)0) = I O) ilf]. 

Les formules (34) montrent, que la mesure de l’ensemble (5M) est positive. 
Pour chaque point (x) de l’ensemble (5 M) nous avons 

M (x) > Â. 

En choisissant un point (x) de (5 M), on peut affirmer, que 
si ccdocj^: 

e étant positif et moindre que X — X^ Il suit de là, que pour une infinité de 
MyOO (X) on a 

üj^(x) > — ^ > x — £ > Xj 

et que, quelque soit (x) dans (5 M), les inégalités 

(35) «(‘«>J>\ 

pour une infinité de domaines sont satisfaites. 

Les domaines (toj correspondant à un point (x) situé dans (5), on 
peut se contenter de ceux, qui sont contenus dans (w), leur nombre restant 
infini. 
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En résumant, nous avons fait correspondre à chaque point (x) de l’en- 
semble {(ü M) une suite infinie des domaines (wJ, contenue dans (w). 

En appliquant maintenant le théorème de Vitali* on voit, que parmi 
ces domaines on peut choisir un nombre infini de domaines (tJ, tels que 

oo oo ex» 

I (ü) ilfj - (w ilf) V 0, V < I JWj H- £ 3 , 2 > 1^3 M I 

n=l n—\ n=l 


et que les domaines (t^) n’ont pas des points intérieurs communs. Pour 
chacun de ces domaines on a l’inégalité 

('^n) '-n ^ ^'1 ~n 

d’ôu suit qu’on a 

OO OO 

n=l n—l 

tous les domaines (t^) étant contenus dans (w). Or, on a 

OO 

— £ï)w^(l — £i)(l — £a)iü. 

n=l 


On peut évidemment choisir les nombres et tj d’avance de manière 
qu’on ait 

^(l— ^ 1 ) (1— eî)w >Xia) ou (1— £ 1 ) (1— £8)>^ 
ce qui conduit à une inégalité contradictoire. 

M(o.)(«) •< XjW < m(üi) w. 

Il suit de là que la mesure de l’ensemble (ikf) doit être égale à zéro. 
En appliquant les mêmes raisonnements on peut démontrer également, 
que l’ensemble (M^) des points, où on a 

M (x) = -4- 00 , 

a la mesure nulle. 


Voir L. Schlesioger und Plessner, 1. c., pp. 116 — 119. 
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Si la mesure extérieure de cet ensemble était positive, la mesure exté- 
rieure de l’ensemble (M^), où on a 

(36) 

serait aussi positive. L’inégalité (36) étant satisfaite, on a pour les a moindres 
qu’im ao, (æ) appartenant à (M^), 

d’où suit que pour tous les v supérieurs à un certain N, on a 

u^'^Kx) > P 

et que pour une infinité de domaines l’inégalité 

est satisfaite. En appliquant maintenant le théorème de Vitali, on voit que 
pour certains domaines (t^), tels que 

oo oo oo 

n— 1 n=l n=l 

on a, la fonction u (w) étant additive, 

OO OO 

^ 2 < 2 “ I ^OO I < « Px) 

n=l n=l 

ce qui donne inégalité impossible, si (ilfoo) ^ ^ 1® nombre 

P étant arbitraire. 

10 . Supposons maintenant que u (w) est continue. Nous pouvons com- 
pléter les raisonnements du § 6 en démontrant le théorème: Soit don^é un 
ensemble (M) ayant la mesure nulle. Si pour chaque point (x) de l’en- 
semble (M) 


(37) 


u (x) < l 
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on a 


(38) 




Supposons, pour fixer les idées, qu’en passant d’un réseau de la suite 
des réseaux du § 1 au suivant, on divise les arêtes des intervalles en deux 
parties. 

La mesure de l’ensemble (M) étant nulle, on peut le couvrir par un 
ensemble dénombrable des intervalles (ij, appartenant à notre suite des 
réseaux tels que 

H - H — — — ■ ' "^^1 


t étant im nombre positif choisi d’avance, chaque point de (M) étant à 
l’intérieur d’un des intervalles mentionnés; les intervalles pouvant avoir 
des points communs intérieurs. 

Formons une suite dénombrable des suites des réseaux d’intervalles en 
partant des intervalles (*g), .. .{i J. . . comme premiers termes de chaque 

suite. 

Prenons un inteiTalles (i^) et envisageons les points de (M) qui sont 
dans l’intérieur de {ij. Si (x) est un tel point, il suit de l’inégalité (37) que 


si (o:) < Z -H 1 

ce qui montre que 

si V > iV: iQ'Hx) 2. 

On peut supposer que N est assez grand pour que l’intervalle (\^"^) 
soit contenu dans (ij. Comme u~^(x) est la borne supérieure des u (w) dans 
lesquelles 


(39) 



et comme l’inégalité (39) est satisfaite pour (*,,("') lui-même, on a 
(40) 2. 


Désignons temporairement par jinM) l’ensemble des points de {M) qui 
sont à l’intérieur de (?J. Ainsi à chaque point (x) de (?nAf) on peut faire 
correspondre un intervalle («\,0*)) (ou une aggrégation d’intervalles, con- 
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tenant au plus 2* intervalles, h étant la dimension de (D^), apartenant à 
(*n))» *1“® l’inégalité (40) soit satisfaite et qui contient (a;) dans son 

intérieur. 

On peut choisir parmi ces intervalles un ensemble dénombrable, qui 
couvre l’ensemble . {in M ). On peut supposer * que ces intervalles n’ont pas 
des points intérieurs communs, mais comme les domaines correspon- 
dant aux points («), situés sur les frontières des intervalles, sont composés 
de plusieurs intervalles, il sera mieux de conserver ces domaines. En tout 
cas, on aura 

Il suit de là, que 

OO C30 

V s „ < (^ -.- 2) 2*= 2 *n < 2) 2* £. 

n=:l t— 1 

Comme u {M) \M\ est la borne inférieure de toutes les sommes pos- 
sibles 

les intervalles (ij (i^) .... couvrant (M), on voit que u {31) 1 3I\ est égale 
à zéro, ce qu’il fallait démontrer. 

Il suit du théorème démontré, que chaque ensemble de jmesure nulle, 
vérifiant les conditions du théorème, appartient au corps {A). 

Nous avons désigné par {31^) l’ensemble des points, dans lesquels 

on a 

M (x) = -4- OO ; 

la mesure de {3[^) est nulle; on peut démontrer, que l’ensemble (M^) 
appartient au corps {A). 

Désignons par (ilfj l’ensemble des points, pour lesquels on a 

Envisageons l’ensemble (2>^ — ilf^) des points de (DJ n’appartenant pas 
à {31^). On a 

(D,-jfj = (ii/j-4-(iig-4-...., 


* Voir, par exemple, L. Schlesinger und Plessner, 1. c., p. 33. 
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une suilt! des nombres 


0 = lo \ <C. <^ • • • • ?„ -*■ oo 

étant donnée. 

Les ensembles {MJ appartiennent évidemment au corps (..1), étant les 
limites des ensembles pareils pour les fonctions Ug^'^Ux) ; ces derniers 
ensembles sont composés des intervalles et des ensembles à mesure nulle, qui 
répondent à la condition du théorème. Il suit de là, que l’ensemble 
(D^ — M^) appartient au corps {A) et, simultanément, l’ensemble (ilfoo). 

On peut maintenant généraliser le théorème en démontrant qu’on a 
toujours ■ 

u{M) |ilfl = 0, 

si l’ensemble {M) à mesure nulle n’a pas des points communs avec 
Soit {M) un tel ensemble. On a évidemment 


et 


{M)z={MMJ-*-{MMJ-^ 

u{M)\M\ <tt(ilOf,) \MM^\-^u{]iiMJ\MM,\ -t- • • • • 


mais comme on a pour chaque n : 

u{MMJ\MMj=:(), 

la somme 

i—0 

est égale à zéro pour chaque w et a une limite égale à zéro. 

11 . Nous sommes maintenant en état de démontrer le théorème suivant. 
Ihéorème, Si (M) est un ensemble de points, dans lesquels 


(41) (ic) < ^, 

la fonction continue u (w) ayant toujours toutes ses valeurs positives, on a 

(42) k\M\^u(M)\M\^l\M\. 

L’ensemble (M) ne contient pas les points, appartenants à 
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Si la mesure de (M) est nulle, l’inégalité (41) est évidente, car dans 
ce cas on a, suivant le théorème généralisé du § 10, 

0 = k\M\=u{M)\M\=l\M\. 

Supposons donc que la mesure de {M) est positive. Comme 

U (x) = lim «g (j;) , a-»o 

on a pour chaque nombre positif 

sia<aj: fc < ^(æ) < ^ h- 

Choisissons un nombre a moindre que Comme 

Ugix) = lim (x), v-*oo 

quelque soit le nombre positif £,, il y a une infinité des v tels que 

{x) < Z -I- Ej -4- 

et 

si v>iVj: k — £, < Ug^'^Hx) . 

Si V est un de ces nombres, quelque soit le nombre positif £j, il existe un 
domaine w contenu dans (t^) répondant à l’inégalité 


et tel que 


k £j <C, Mg (^) ^ M (co) ttg (pi) -1-- I -+■ g ^ . 

On peut par conséquent former pour chaque point (x) de (31) une suite 
infinie des domaines (w^), (wj) . . . (w^) . . , tels que 

(43) k t^<C.U ((O J < Z -H £j Eg -H £ 3 . 

Or, la mesure de l’ensemble (M) étant positive, quelque soit le nombre 
positif on peut choisir parmi les divers (jd^ un ensemble dénombrable 
des domaines 

W"’).W”’) (V”').---- 

tel que: 



40 


N. GUNTHEB. SUR LES INTEORALES DE STIELTJES. 


1) il n’a pas de points communs ihtérieurs 

OO 

2) [ilf — = 0 
8 ) 

n=l 

l’inégalité (43) -étant satisfaite pour chaque domaine ainsi que 

(43') (k — £,) < U (t„‘"‘>1 < (/ -+ e, h- 6, -h Eg) 

Posons pour abréger 


C» OO 



??— 1 n —\ 


Il suit de (43') qu’on a 

(44) {k — t^)g^ < < (/ -4- Ej -I- £ 3 ) 

Supposons, que tend vers zéro, si m —* 00 , de manière, que la série 



reste convergente. 

L’ensemble (Mg^) ne contient pas les points appartenants à (M^). 
Comme les ensembles 

(31) et {3IgJ 

diffèrent par un ensemble de mesure nulle, ne contenant pas les points 
appartenants à (3f^), on a 

U (M) \M\ = u{MgJ \MgJ. 

Formons la série 

(.'?! — ^ 9 i) — C'/s — -^s) (Si— ^ 9 i) — iUs — ^ 93 ) ■+■ 

(93 — ^9b) —( 9i — ^94) -• 



qui est convergente, car 
et qui a pour somme 
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On a ainsi 

« G/l - ^9i) \9i -Mg^\ = u (g^) \g^\-u (Mg^) \ Mg^\ = u (g^) lÿ,| - m (ilf) j ilf | = 

OO 

= 2 “ I </m - 9 n^i “ i^ 9 n, “ I * 

m—l 

Nous avons ainsi: 

n 

= lim 2 « {9m - 9m^i - i^9m - ^9mJ) \9m “ ^9m^r)\ = 

M=1 

n 

= lim g„_^,)\g„,-g^^,\-u(Mg^- Mg^^,)\3Ig^- 3Ig^^^\ = 

m=l 

U 

= lim 2 « iOm - 9m-i-ù \9m “ ?m+ll = 

m—l 

n 

= lim 2 « (9 J \9,„ ! - M (^m+i) lÿ„-« 1 = « (.9i) 1^1 i - lim «• (g J \g„ | , 

a=l 

car les ensembles (Mg^), {Mg^_^^) diffèrent de Tensemble (3i) par des ensem- 
bles à mesure nulle, ne contenant pas les points de (M^); on en conclut, 
que 

est un ensemble de mesure nulle, ne contenant pas les points de 
d’où suit 

« i^ 9 m — ^^ 9 m^i) I ^^ 9 m — 1 = 0 . 

Ainsi on a 

lim U (g J |(7„1 = lim /î„ = u (M) | Af] 
et quelque soit le nombre positif 

si n>jNj: u{M)\M\ — 
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En combinant cette inégalité avec l’inégalité (44), on trouve en pre- 
mier lieu ayant choisi le nombre m convenablement 

(45) {h — — ^4 ^ (-^ l-^l < (^ -♦- h- 

Or, comme on a 

|Æf|â9.<|Æf|H-8„ 
la dernière inégalité donne 

{k — jg) ! ilf I — £4 < M {M) \M\ < (Z H- -4- ej -H tg){\M\ -+- 8^) H- e^. 

Comme on peut choisir les nombres e^, o,„ aussi petits qu’on vou- 

dra, il suit qu’on a 

klMl<u(M)lMl^ljMl 

ce qu’il fallait démontrer. 

12. Prenons maintenant un domaine (w) et formons l’ensemble 
(w — ü) M^) ne contenant pas les points appartenants à (M^). 

En désignant toujours par (MJ l’ensemble des points, pour lesquels 

on a 

nous aurons 

(tO — (0i¥^) = (t0 3f,)-+- 

et 

00 

M (tü) W = U (Cü M^) I (O I -4- M (w JfJ 1 W 1, 

M— 1 

tous les ensembles appartenant au corps (A). 

Or, suivant le théorème du § 11 on a 

(46) I » 3f J ^ 3f„) I <0 itfj < (. I .. JtfJ 

d’où suit que la suite 

(47) Zju>ilf,l-4-Zja,if3|-4-.... 
est convergente. 
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Désignons maintenant par (üfj l’ensemble des points, pour lesquels 

on a 

par (|xj l’ensemble des points pour lesquels on a, 

et par (MJ l’ensemble des points pour lesquels 

K-i<VLi^)<K- 

On a évidemment 

(48) (MJ = (MJ -H (MJ = (MJ H- CaJ. 

Formons la série 

(49) lJ<üM^\-t~lJb>M^\-i 

Comme on a 


n—l 


n=l 


:l n—l n=l 

oo oo oo 

2 ^"1“ f^nl “ 2 1“ -^n+ll ■— 2 f^nl = 

n-=rz\ n= 1 n—\ 

oo oo 

= 2 '» I “ I - 2 i " I = '* I “ 

n=2 

00 


n=2 


et comme la somme 


OO 


2i“*J 


n=2 


est bornée, étant plus petite que a>, on voit que pour et moin- 

dres que t la différence entre les sommes (49) et (47) est plus petite que ew. 
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En utilisant les égalités (48) on trouve 

n n 

2 (w ilfj = (ü) H-o) — (“ 2^" -^n)' 


d’où il suit 


car 


n=l 




n=l 


n~\ 


lim M (o) [xJ jü) (x„| = 0, M (<ü|Aj) 1 wfAj I = 0. 
En effet, on a 


(“ (aJ = (“ -^n+i) (" ^n+s) -* ((“ ^n+i) (“ ' O’ 

d’où 

oo oo 

i=:n-fr-l i=n4-l 

les séries dans la partie droite étant convergentes; quand à w(a)(X 5 )|(«)[Xj|, 
elle est plus petite que u (w Wj) | w JfJ , qui tend vers zéro avec suivant (4 6). 

En utilisant de nouveau l’inégalité du § 1 1 on a 

(50) ^,,_JcuJ/J<w(<o^J|<o]M-J<Zj(oï^J, 
d’où suit 

OO OO oo 

2 I" I ^ 2 “ I " I à 2 I “ I • 

n=2 n=l M=1 

On conclut de là, que la fonction w (x) est intégrable et qu’on a 

r °° 

(51) J «(a:)(j'co = ^M(wilfJ|co = w((«))w — u{iii M^\(ù 3I^\. 

(ü)) M=:l 

Introduisons maintenant la fonction moyenne; 

^ ' Ê.\ 
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L’égalité (51) prend la forme 

W (w) = s (Cü) i Ju (x) dbù . 


On voit que la fonction s (w) est continue; comme les valeurs de la 
fonction 



sont presque partout égales à u (x), qui est presque partout égale à u (x), 
les valeurs de s (cü) sont presque partout égales à zéro. 

La fonction moyenne additive et à vàriation bornée s (w) est dite la 
partie singulière de la fonction continue u (w). 

13 . Revenons maintenant à la fonction moyenne additive et à varia- 
tion bornée u (w) tout à fait générale. Supposons, comme toujours, que toutes 
les valeurs de «(u) sont positives. 

Nous avons démontré au § 5 qu’une fonction additive et à variation 
bornée et ayant les valeurs positives peut être transformée en une somme 


u (w) — l (w) - 1 - Zy (cü) 

où l (w) est continue et L (ca) — la fonction des sauts — est la borne supé- 
rieure des sommes 

(m (Wj) M (tüj) Wj -H »- (m (to J U (cü J) 

(wj) .... (ta)J étant les portions de (w). 

Théorème. Les valeurs de la fonction des sauts L{<o) sont presques 
partout égales à zéro. 

Pour démontrer le théorème il suffit de répéter textuellement les 
raisonnements du grand mémoire de M. H. Lebesgue. * 

La démonstration repose sur deux lemmes suivants. 

Lemme 1. Si la différence 


M (w) U) d (tü) Cü 


* Ânnalea de l’Ëcole Normale, 1911. 
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est continue, les valeurs de la fonction moyenne additive d(ü)) n’étant pas 
négatives, on a 

L (cü) <6 (to). 

En effet, comme 

(«((») — ■& (ü))) (u — ( uM — d (m)) lu — ju (ù)) — U (cü)) (ü — (d (w) — d (ü))) (1) = O 
on a 

(m (w^) — U (oj J) H 1- (m (w„) — U (co„)) a)„ = 

= i^i) — ^ (“i)) ^ (d («^«) — '1 (“n)) < » (w) cü , 

(w^) .... (lüj étant les portions, en lesquelles est divisé (w). 

Si on choisit ces dernières convenablement, on trouve 

f— W 

L (w) CO £ < ^ {« (co^) « (co^)) (O,. < ô (cü) (O 

t=l 

d’où suit l’inégalité énoncée. 

Lemme 2. Si la fonction moyenne additive -4((o), dont les valeurs sont 
positives, est continue, il existe un domaine (coJ pour lequel on a 

Liu>o)cA(iü^). 

Effectivement, si pour chaque domaine (coJ on avait 

O < ^ (<o„)<L((Oo), 

pour chaque domaine (co) 

d(<o) = Zi((o) — .cl(cü) 

n’est pas négative. Comme l (co) et A (co) sont continues, la différence 
m(co) — d(co) = m(co) — jD(co)-i-.4(co) =. A{oi) 

est continue. Il suit de là que 

& (co) = Z, (co) — A (co) 


ce qui est impossible, .4(co) étant positif. 
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Pour démontrer maintenant que les valeurs de L (w) sont presque 
partout égales à zéro, supposons, qu’il existe un ensemble {E) de mesure 
positive dans lequel L {x) sont plus grandes que zéro. 

En répétant les raisonnements du § 9 et en mettant la fonction Lix) 
à la place de ü{x) — u {x) on s’assure aisément qu’il existe un ensemble 
(E) de mesure positive, tel qu’on a pour ses points 

L{x) > X > >., > 0. 

Prenons un des domaines (w) et un domaine (w) contenu dans (oj) et 
répétons les raisonnements du § 9 en mettant L {x) à la place de m {x) et 
l’ensemble (w E) à la place de (w ilf); nous trouverons que pour chaque (x) 
appartenant à (w E) on peut poser pour une infinité de domaines les iné- 
galités 

les domaines (wJ étant contenus dans (w). 

L’application du théorème de Vitali permet de choisir parmi eux un 
■ensemble dénombrable des domaines (tJ tels que 

OO 00 

|(wE) — (i;iE)2^„| = 0, |SE|<VT„<li;iE|-4-e3 

n=l n~l 

et que les domaines (tJ n’aient pas des points intérieurs communs. 

Pour chacun de ces domaines on a l’inégalité 

d’où il suit qu’on a 

OO OO 

n=l n=l 

et 

Xja)E|<L(ü>)w, ^L(w). 


X 


Ml 

(0 


Or, la fonction moyenne 
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C'tant continue (et même absolument), le résultat obtenu est en contradiction 
avec le lemme (2). 

En combinant les résultats obtenus avec les résultats du § 12 et en 
les appliquant aux parties positive et négative d’une fonction arbitraire «(w) 
on voit, que chaque fonction u (w) moyenne, additive et à variation bornée 
peut être mise sous la forme 

U (cü) ■= — (ii’) (ftü ■+■ tS (ü)) —I— Z/ (w), 

((u) 

9 (to) étant la partie singulière de l (w), ou plus simplement sous la forme 
U (to) = ^ J'2f’(a:) diii U' (to) = y (to) -h m; (to) 

(a,) 

F{x) étant une fonction sommable et les valeurs de M>(to) étant presque 
partout égales à zéro. 

Comme les valeurs de 



sont presque partout égales à F(.r), les valeurs de u (to) sont presque par- 
tout égales à F{x). 


CHAPITRE 2 

Les intégrales de Stieltjes 

1 . Supposons, que f{x) est une fonction des points {x) du domaine (X>^). 
Soit (£2) une portion de {T),J et supposons que (£1) est décomposée en «• 
domaines (ojj), . . . (tü„). 

Formons la somme 

i~n 

0) 

»=1 

M(tü) étant une fonction moyenne additive et à variation bornée et ($,) un 

1) oint dans (to^j. 
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Quand le nombre n des domaines (w^) augmente indéfiniment, les 
mesures des domaines (w^) tendant uniformément vers zéro, la somme (1) 
peut avoir une limite déterminée. Si cela a lieu, nous désignons cette 
limite par 

(2) r M (u)) /"(a:) (ioi) 

(û) 


et nous la nommons intégrale de Stieltjes. 

Remarque. En disant que les domaines (oi)^ tendent uniformément 
vers zéro, nous entendons par là, que quelque soit le nombre positif e, à partir 
d’un certain « tous les domaines (<o,.) peuvent être inscrits dans un intervalle 
ayant là mesure moindre que e. 

L’intégrale de Stieltjes en sa définition ordinaire pour le cas des do- 
maines d’une dimension 


b 



a 


(f{x) étant à variation bornée, ne dilfère de (2) que par la notation. Si, en 
effet, en désignant par (w) l’intervalle (a, P): 




et en supposant que (O) est l’intervalle (a, h), on introduit la fonction 
moyenne 




m(w) = 


(p(p) — y(a) 
p-a ’ 


on trouve sans peine, que u (w) est à variation bornée et que 


j fi^) (a;) = lim 2 /■ (5,.) (o — (p (æ,)) = 
= lim 2 f (^<) “ K-) (*.•+! = J M (w) /'(a;) 
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Inversement, étant donnée une fonction moyenne «(<>)) additive et à 
variation bornée, si l’on pose 

(J) (a;) = M (w) {x — a), 

(w) étant l’intervalle (a, x), on retrouve la formule (3), <p (x) étant à variation 
bornée. 

La définition des intégrales de Stieltjes pour les domaines, ayant une 
dimension supérieure à l’unité, donnée en 1910 par M. Frechet*, n’est 
aussi qu’un cas particulier de la définition introduite ci-dessus.** La défi- 
nition donnée est aussi intimement liée avec la définition de M. Rodon;*** 
cette dernière traite des fonctions absolument additives des ensembles, tandis 
que nous nous contentons des fonctions des domaines, mais en leur imposant 
la condition d’être additives sans être absolument additives. 

De la définition posée de l’intégrale il suit immédiatement que 

(4) J M(a))<iü) =>m(D)û. 

(4 

2. Théorème. Si la fonction f{x) est continue dans (D^), la somme 
a une limite déterminée. 

Pour le démontrer remarquons, qu’on peut supposer que les valeurs 
de la fonction moyenne u (w) sont positives. En effet, si 

M (w) = (w) Mj (w), 

les valeurs de (w) et «, (w) étant positives, on a 

i=rH i=n t=:w 

-^n = 2 (“<) fi^i) = 2 “l — 2 

t=l i=l i=l 


* M. Frechet. Extension au cas des intégrales multiples d’une définition de IMntégrale 
due à Stieltjes. Nouv. Ann., t. 10, 1910. 

Voir aussi: N. Gunther. Sur application de fonctions universelles de M. A. Eom. 
0. H., Septembre, 1926; idem. Sur une application de la théorie de fermeture. Bull. Acad. Sc. 
URSS, 1927, 1 — 2, 3 — 4 (en russe). 

*** Hodou. Théorie und Anwendung dér absolut-additiven Mengenfunktionen. Sitz.-ber. 
Akad. Wiss. Wien, 1913. 
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et la somme a certainement une limite, si les sommes de la partie droite 
de la dernière égalité ont des limites. 

Supposons que les valeurs de «(w) sont positives. 

En désignant par Mf et les bornes supérieure et inférieure de f{x) 
dans (cü^ introduisons les sommes 

i—n 

(5) = 2 “ 

»-=l 

et, en supposant que les (w^) sont assez petits pour que l’oscillation de f{x) 
dans chaque soit moindre qu’un nombre donné £, on trouve 

(6) S^<Cw(Q)Q£. 

Supposons qu’on augmente le nombre des morceaux (w^) . . . (wJ de (ü) 
en les partageant; désignons par o-^ et les sommes (5) obtenues dans 
cette supposition; par les domaines correspondants. Quand 

on augmente w, la somme décroît et la somme croît. On a, en effet, 
par exemple 

U (o)') M' oi' -t- U {iü") M” w" d Mf (m ( ti)') (xi' -t- U (bi") (a") = Mf u a)^'\ 

si (ü)') et {(xi") sont deux domaines, formant et M', M" les bornes 
supérieures de f dans ces domaines. 

Il suit de là que pour la loi choisie de la formation des domaines (w^), 
les sommes <t„ et ont une limite commune. 

71 71 

Supposons que la division de (Q) en portions est poussée assez loin 
pour qu’on ait 

— 2„-‘<T„<£, 


u{(>if)mf(xif 


»=i 


£ étant un nombre choisi d’avance. 

Formons maintenant de nouveax domaines en divisant (w,) en portions 
par les frontières des désignons par c et G les sommes cor- 

respondantes à ces domaines, analogues à (5). Comme on obtient les nouveaux 
domaines soit en partageant (wj), . . .(<«>„), soit en partageant (co‘^’), . . .((o*"’), 
on a 


■‘C c <C C <C ^ c C 
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d’où on conclut 

0 < c— < e, 0 < e 

— £ <s„ — a„ <e; 

comme o-„ a une limite, on en conclut que s„ en a une aussi et qu’on a 
lim = lim s,, = lim = lim . 

3. Si la fonction moyenne u (w) est absolument continue, la fonction f(x) 
dans (1) peut être remplacée par une fonction bornée et intégrable dans le 
sens de lîieniann. Pour s’assurer, il suffit de démontrer que la seconde des 
inégalités (6) subsiste dans ce cas, car c’est seulement en l’établissant que 
nous avons fait l’usage de la continuité de la fonction f. 

Or, les points, où roscillation 31 — ni de la fonction f(x) est plus 
grande qu’un nombre donné £, peuvent être enfermés dans un nombre fini 
des intervalles (co*'^) dont la mesure totale est moindre qu’un nombre 
donné d’avance; d’un autre côté, la fonction m((o) étant absolument continue, 
si la mesure totale d’un nombre fini p des domaines 

est plus petite qu’un nombre r, convenablement choisi, on a 

U -1- ^ - U Cü'^’ •< Z . 

Ayant choisi les intervalles (w'*’) et en remarquant que les points 
à l’oscillation plus grande que z de la fonction f sont tous à l’intérieur 
des (w*’’), on peut déformer chaque intervalle en domaine (w*’’) contenu 
dans et contenant les dites points d'oscillation non nulle. 

Supposons, que les (w,.) sont si petits que chaque domaine ayant 
un point commun avec un des est contenue dans (co*'') correspondant 
et que dans chaque domaine (cOj), qui n’a pas de points communs avec 
un des l’oscillation de la fonction f soit moindre que 2e.. Si 31 est la 
borne supérieure de 1/ ', on aura 

— '^)i • 2£ 3Iïl U (co''*) < 2u (il) üe -t- 3Iz, 


ce qu’il fallait démontrer. 
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Pour une fonction f qui n’est intégrable que dans le sens de M. Le- 
besgue la somme (1) peut ne pas avoir une limite déterminée. Par exemple, 
si tt(w)= 1, cette somme est une somme de Riemann. 

Comme chaque fonction moyenne- u (w) additive et à variation bornée 
peut être mise sous la forme 

U (Cü) = V (w) -+- w (w), 

où «(cü) est absolument continue, les valeurs de «?((o) étant presque partout 
égales à zéro, on peut généraliser le théorème en laissant de côté la con- 
dition de la continuité absolue de la fonction »((<>). 

Remarquons, qu’on a 


i=n i=n i=n 

2 “ (“i) — 2 ^ (“i) 

»=1 »=1 »=1 

et que la première somme à droite a une limite pour chaque fonction /'bornée 
et intégrable dans le sens de Riemann. Il suffit, par conséquent, s’occuper 
de la seconde. Supposons que (E) est l’ensemble fermé, formé par les points, 
dans lesquels les valeurs de w (w) sont différentes de zéro et par leurs 
points limites. 

Pour que la somme (1) ait une limite, il suffit de supposer, que la 
fonction f est continue dans chaque point de l’ensemble (E). 

En effet, supposons que la condition est remplie. Comme la fonction f 
est continue dans chaque point de l’ensemble (E), un nombre e étant donné, 
à chaque point de l’ensemble on peut faire correspondre un domaine (b>) 
de manière, que l’oscillation de f dans (w) soit plus petite que e. 

Comme à chaque point de l’ensemble (E) correspond un domaine et 
comme l’ensemble est fermé, on peut choisir parmie ces domaines un nombre 
fini 
(7) 

tels que chaque point de (E) soit à l’intérieur de l’un des domaines (7). Les 
points de (E) étant dans l’intérieur des domaines (7), on peut à chacun 
d’entre eux faire correspondre un domaine (w**’) contenu dans et 
contenant tous les points de (E), contenus dans 
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Supposons que les domaines (to^) dans (1) sont si petits, que chacun 
d’entre eux, ayant un point commun avec (w**’), est contenu dans L’oscil- 
lation de /'dans chacun de ces sera moindre que e; la valeur de u>(w) 
pour les domaines, différents de ceux-çi est égale à zéro. On a donc pour 
la fonction 

A étant îc(ü)û. 

4. Si les fonctions u (w), /’, F, .. . répondent aux conditions des 
§§ 2 ou 3, on trouve a.isément en se servant de la définition de l’intégrale 


1) Cu{<a)f{x)d(ü = G I u{(a)f{x)d(a, G étant une constante, 

(O) (Q) 

2) I m((*)) {f{x) -H d(ù = fu((iù)f(x)d(a -+- | «(co) F{x)d(a, 

(Q) d (Û) 

2') r(uM-.-oM)/-(»)(i<« = J'w (co) f{x) d(fi -^jv{iü)f{x)dbi. 

(û) (û) (û) 

3) Si (Ci) est divisé en deux portions (Ü^) et (Üj), on a: 

J'm (cü) /■ (j) dcü = ^ u{(ù)f{x)d(ù ^ u{<A)f (x) doi 

(û) (ûi) (û») 

4) La fonction f{x) étant moindre que M en valeur absolue, on a 


U (w) f{x) dot 


(û) 


<Jtfî7(û)£2, 


car 


i=n 


2«w/'(y-, 


i=ti i=M 

<M 2 fr(a,.)o,. = W(ü)û. 

»=l »=! 


5) Si 


on a 


«((«))> O, m </’(*)< üf, 

mu (û) û < r« (w) fdb) K Mu (Cï) û, 
(û) 
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car les valeurs de u (w) étant positives, ^on a évidemment 

i=n i=n »=n 

1=1 »=i 

On conclut de là en premier lieu, que si f{x) est continue, on a 

j M((o)/'d(o = M(Q)0/‘(|), 

(Q) 

(H) étant un point dans (Q). 

Il suit de là en second lieu pour les fonctions u (w), gardant le même 
signe, l’inégalité connue de Schwarz: 

^ J'm (co) /'i^dco ^ <[ . |"m(cü) F*<i(ü. 

(ü) (ü) ik 

Si les valeurs de u (w) sont positives, cette inégalité est une simple 
conséquence de (5); si les valeurs de u(o)) sont négatives, il suffit de l’appli- 
quer à la fonction — u (w). 

6) Si 

u (<a)'f (x) < v (w) F (x) 

on a 

rM((«))/‘(a:)«!w< I v{(>))F{x)d(a. 

(Q) {Ù) 

En effet, formant les sommes (1) correspondantes aux intégrales mention- 
nées, on peut se servir des mêmes domaines (co^ et des mêmes points 
dans ces domaines. 

Comme on a 

- |/•(:r)l < uiu>)f{x) < I7((o) \ax)\ 

|Jw(<ü)/’(a:)daj)kJi7((o) \f{x)\ dia. 

(Q) {Û) 


on a 
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5. Supposons, pour fixor les idées, que la fonction f (a) est continue. 
11 Si l’on a 

OO 

/■«= 2 
»=i 

les fonctions f J- (tr) étant continues et la série 

•=i 

uniformément convergente dans (ü), on a: 

ÛO 

(8) j'M((«))/’(a;)düj = 2 fw (w) (x) (ioi. 

(Û) •=! (Û) 

En effet, si l’on pose 

t=»l 

»=i 

on a, le nombre t étant choisi arbitrairement, pour n> A: 

kn(®)!<^- 

Il suit de là, que pour n > A": 


t=n 

r«((ü)/’(a:)da) — ^ ru((«))<p,(a;)(ifc) = Çu{fû)r^{x)d(ù <£Î7(Ü)Û, 
û) ‘=‘(û) û) 


d’où suit l’égalité (8). 
2) La série 


( 9 ) (fü) Mj ((ü) -»-••• -f- (<ü) H- • • • 

est dite uniformément convergente dans (il), si r^{w) étant le terme complé- 
mentaire 


(w) -+- (w) H 
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et jB„(w)(o sa variation totale, on a pour chaque choix de i: 

^^((ü)ü)<e, pour n'^N, 
le nombre N ne dépendant pas de 

Si la série (9) est uniformément c vergente, sa somme u ((b), qui est 
évidemment additive, est à variation bornée. En effet, si 

i2,v.(£i)ü < 1, 

on 

i =s Jc^Nq i=8 

»=1 k=l «=1 

i=s h=NQ k=NQ 

-+-2 “* < 2 u,iQ)ù-^E,,ia)Ci < y o,(û)ûH- 1. 

»=i fc=i ifc=i 

Î7j(a)) étant la variation moyenne de W;j.((o). 

Si la série (9) est uniformément convergente dans (ü) et si u (w) est 
sa somme, on a 

OO 

rM(w)/’(aj)(i(ü =2 rM^(ü))/'(a;)dw. 

(Û) ‘=‘(0) 

En effet, si l’on pose 

f=n 

« (w) CO = 2 (<o) <0 -f- (tü) (0 

»=l 

on a, le nombre e étant choisi arbitrairement, pour n'^N: 

j J" (b>)f(x) d(ü •< MB^ (ü) £1 •< Mt 

(Û) 

M étant la borne de |/’(ir)|. On conclut de là, que 

♦=n 

^u{iù)f(x)d(o — 2 |'M,(w)/’(a;)d(ü <ilfe, 

[Q) *=i(Q) 

d’où suit l’éxactitude de la formule énoncée. 
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Si la série 

(10) £/j (w) (O -4- (co) (O -H • • • -H CTjj (w) O) H- • • • 

est uniformément convergente, c’est-à-dire, si l’on a 

CO 

2 (w) (i> < e pour n'>N^ 

k=n-^l 

la valeur de N étant indépendante du choix de (w), la série (9) l^est aussi. 
La condition est satisfaite, si la série (10) est convergente pour co = Ü. 
En effet, (co^) . . . (to^) étant les portions de (co),. on a 

i=z8 k^m t=s k—m 

k=n i=l k=n 

k=m i=s k=m 

=22 “t <2 

k=n t=l k=n 


On conclut de là en faisant tendre m vers l’infini, que 


et que 


2 k«K)l “i< 2 


.B„((o)(o<e pour n'^N. 


Pour donner un exemple, reprenons la fonction de l’exemple (2) du 
§ 1 (!)*• 

En supposant que (co) est un intervalle fermé (a, fl), posons «„(cü) = 0, 
si le nombre n’appartient pas à l’intervalle (a, p) et 


M„(w)“ = ^„, si a<a:„<!3, m„ ( co) co = 8ia = a;„ oup = ir„. 


Le numéro entre parenthèses indique le chapitre. 
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En choisissant les domaines (wj ). . . {ta J de manière, «Jue soit 
toujours la frontière commune de deux intervalles (w') et (w") contigus, on a 

i=m 

2 “n “i = “n f^) 

1=1 

». (»") m ■»" = J i. (fft') -»• w% 

les points ($') et ($") appartenant aux intervalles (w') et (co"), Tl suit de là 

J ». (») f(x) *0 = lim i i, (/-S') -H m) = 6. /■ W, 

(Q) 

la fonction f{x) étant continue, (ü) désignant l’intervalle (a, h). Comme pour 
la fonction moyenne m(w) de l’exemple mentionné on a 

U (w) = (tü) -H (w) H 1- (to) H 

on trouve 


J « ((o) f{x) d <0 = \ fix^) -f- \ f{x,) ^ 

6 . Supposons que les fonctions « (w), f,'F satisfont aux conditions des 
§§ 2 ou 3. 

Lemmr. Si l’on pose 

(11) r(w) = ^ J'M(w)/’(a:)dtü, 

“h 

on forme une fonction moyenne additive et à variation bornée, qui est abso- 
lument continue quand u(b>) est absolument continue. 

1) Le domaine (w) étant divisé en deux portions (w^) et (w,), on a 


V (Wj) (i)j -+- V (ü)^ (üj = j M (w) f (x) do) -+- 

(«i) 

- J^M (ü)) /"(a:) dto) = = v(ù>)(t>. 
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2) Lie domaiue (D^,) étant divisé en portions (wj), . . . , (cü„), on a 


t=n 


2 



< 3/ 2 cr(a) .) <0,. = MÜ(Q) Q. 

i=l 


3) Si on prend au lieu de (û) le domaine (w), on trouve 


i=n 

^ I«'(w,)| 10- < MU (w) w 

»=i 


d’où il suit, conune on a, si co < y): 

Z7(u)) cü •< £, 

l’inégalité: si w < vj 

i=7i 

V l?;(co;)l (ü. < Mt. 

i=l 

Comme il existe une division de (w) en portions telles que 

i^n 

F(w)w — t, 

Oh a finalement: si w < y) 

V (w) Cü {M -H 1) £. 

Remarquons encore, que, en décomposant la fonction v (w) en deux 
parties positive et négative, on peut poser 


ou 


= — *^siH 

(w) w = y U U (w) f{x) dü) -+- ju((ii)f (x) » 

H H 

£;,(ü))w=y 1J^< (o) f(x) d(jù — j U (w) f(x) (ü(«)| 


(") 


H 
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car on a évidemment 

- UH \f{x) I < « (co) fix) < f7((0)| ax)\. 
Théorème. Si l’on pose 


(11) 

.H = i/ 

U (cü) f{x) dio^ 


H 


on a l’égalité 



(12) 

J" M (to) f'F.diii 

= j v{io)Fd(o. 

M. 


(û) (<5) 


En établissant cette égalité on peut supposer, que les valeurs de u (w) 
sont positives et que la borne inférieure de la fonction F est aussi positive. 
En effet, en premier lieu, si on a 

M (w) = (w)- Mg (co), 

«^(w) et Mj(w) étant les parties positive et négative de m(w), ayant posé 

7 / ^1 fi-*') “ J «2 

(ü>) (<1>) 

ou a 

t;(co) = »j(w) — V^H 

et les égalités 

J = J t>^{bi)Fdù}, J Mj(cü)/‘i^rfcü = rVg((«))2'’(i{ü 

(û) (Q) (ü) (Û) 

entraînent l’égalité (12). 

En second lieu, si l’on a 

F{x)>k, F{x)—k>0, 

t j U (cü) f (x) db)=k \ V (w) rfcü, 

(Q) (Q) 


ayant l’identité 
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on trouve, que si l’égalité 

l ' U (w) fiF— k)du> = fv (co) (F— Te) dto 
(Ù) (û) 

est satisfaite, l’égalité (12) l’est aussi. 

Supposons maintenant qu’on a 

m((«))>0, F(x)'^0. 

En utilisant l’assertion (5) du § 4 on trouve 

m . U (<*)^ (ü- < V ((Oj.) cü . < M. U (ü^ , 

m- et M^ étant les bornes de la fonction f dans (w^, d’où il suit 

t=n 'i=n i=n 

t=i »=i »=i 

On conclut de là que la différence 


(13) 2 " w ^(5.) — 2 “ w 


i=l 


i=l 


est comprise entre 


(14) 2 «Wf’(5i)(af(— «•<)“(— 2 “(".xw — 


t=l 


i—l 


et 


(15) 2 ■* w (»i — AQ ..i, — 2 » w (Ay - -Mi) ^'(y 


♦=1 

Comme on a 


6=1 


|/'(Ç3)— »»».-| — < M, — m, 
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les valeurs absolues des différences (14) et (15) sont plus petites, que 


i=n 

( 16 ) 

f=l 


ilfj étant la borne supérieure de la fonction F{x). 

Comme la somme (16) est dans tous les cas infiniment petite pourn— >oo, 
il suit de là que la différence (13) est infiniment petite et que le théorème 
est démontré. 

7 . Si la fonction « (ca) est la valeur moyenne d’une fonction f{x) bornée 
ou non, sommable dans le sens de M. Lebesgue : 

M(a)) = -^ j'/‘(a;)d(o 
M 

on a, la fonction F{x) étant bornée et intégrable dans le sens de Riemaun, 

(17) ju (a>) F{x) (f(o = J F(x) f(x) rfü). 

(Q) (û) 

Si la fonction f(x) est bornée et intégrable dans le sens de Riemaun 

l’égalité (17) est une simple conséquence du théorème du § 6. 

Comme une fonction f sommable dans le sens de M. Lebesgue est 

égale a la différence entre deux fonctions non négatives f et f et comme la 

— 

moyenne de f est la différence entre la moyenne de f et la moyenne de f, 

— 

on peut supposer que f n’est pas négative. 

Or, pour chaque division de (£1) en portions (w^), . . . (wJ, on a 


(Q) <=l(<o<) 

m . J fihi < J Ffdoi < M. J 

K) K) ("d 

* 


et comme 
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lu- et M- étant les bornes de la fonction F dans le domaine (w,), on a 

Il smt de là, que 

CO, 

(Q) 

étant enfermé entre deux variables ayant une même limite 

I M((ü)2^(d')d(0, 

(Û) 

est égale à cette limite. 

Comme chaque fonction moyenne absolument continue u (co) est égale 
à une moyenne d’une fonction f sommable dans le sens de M. Lebesgue: 



^M((o.)«/,co,<j>/'cico<V 
t=l (Û) t=l 



chaque intégrale de Stieltjes 


j U (co) F (a^) dco, 

(à) 


dans laquelle «(co) est absolument continue, F{x) étant bornée et intégrable 
dans le sens de Kiemann, est égale à l’intégrale 


jfFdw, 

(û) 

f étant une certaine fonction sommable dans le sens de M. Lebesgue. 

8. En désignant par (t) les domaines, appartenant à un domaine (D^) 
des points (j/), démontrons maintenant le théorème suivant: 

Théorème. Si m(oj), «(t) sont les fonctions moyennes additires et à va- 
riations bornées des domaines (co) et ( 7 ), appartenant aux domaines (D^) 
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et (Dy) des points (a) et (y), et si L (x, y) est une fonction continue des 
points (cc) et (y) de ces domaines, on a 

(18) Jm(cü)(Ji;(7)L (x, y) d(o =J'v('z) ( | u((o)L(x,y)dù>j dx. 

(Ü®) (Oy) (üy) (4) 

Observons en premier lieu que les intégrales 

J v{x)L{x,y)dx, ^u{ui)L{x,y)diù 
(ûy) (ai) 

sont les fonctions continues des (a-), respectivement des {y), d’où il suit que 
toutes les intégrales dans (18) ont un sens. 

En effet, comme la fonction L (a-, y) est continue, quelque soit e, on a 

(19) |L(a-j,yi)— L(a-g,y,)| <£, si \x^ — x^\<h, l^i — 2 /j1<A, 

le nombre h étant convenablement choisi. 

A cause de ceb 


I J V (t) L(x^,y)dz—jv (x) L (a-, , y) dx 

(Qy) (Ûy) 


Ju(t) iL{x„ y)-L{x,, ÿ)]dT| < e F(üy)üy < e F(Dy)D^, 

(ûv) 


SI 


-a: ! <h. 


En second lieu remarquons qu'on peut supposer, que les fonctions m(w), 
«(v) ont des valeurs positives. En effet, si 


H (w) = (w) — (cü), V (x) = (-:) — Vj (t) 

et si 

J (w) (J v\ (t) L (a;, y) dx ^ dw =J (x) (w) L (a:, y) dx ) dw 

(ai) (Qy) (aj,) (Ü^) 

( «s (t») ( ( ('') {:x,y)dx \d<^ = \ h W ( f "s (‘") (^> y) dio\dx, 

(üi) (ay) (ûy) (û^) 
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OR trouve Évidemment 


J«(a> ) ( Jï'i (t) i (x, y) d- ^ dw = (t) ^ Jm (w) L (x, y) d(o ) d-. 

(û*) (ûy) (Qy) (Q^) 

On peut de la même manière, en formant la dernière égalité pour la fonc- 
tion obtenir l’égalité (18). 

Supposons que les valeurs de «(w) et v('i) soient positives. Formons 
maintenant la somme 

»=n j-=m 

(20) m = 2 2 ^ ^ ^ S’ 

t=l 3=1 


ayant divisé (ûj en n portions (w,.), (û^) en m portions (t^), les points (a:,-) 
et (y^) étant respectivement dans (w^, (t^). En désignant par Mj{x), m-{x) 
les bornes de L (æ, y), {x) étant quelconque et {y) variant dans (tj), comme 
MAx) — niAx) est la différence entre le maximum L(x,y-') et le minimum 
L (x, yj') de la fonction L (x, y) du point (y) variant dans (Tj), on a, en usant 
rinégabté (19), 

Mj{x) — mj{xXt, 


si les domaines (t ) sont suffisamment petits. 


On a 


P 3=*n P J— 

J V (t) L (x, y)d'z = ^ ]v{'z)L {x, y)d-^."^v {'ij) L {x, yj) x - , 

,= l (Xj) 


j-m 


(ûj,) 




(y!) étant certains points dans (t), dont la position dépend de point {x). 

J J 

Il suit de là, que {y^ étant un point quelconque dans(T ), on a 


)=m 

(21) jv (t) L {x, y)dz — '^v (t^.) L {x, yj) x- 

(ûy) 


< 


j=m 


< 2 


i=i 


L{x,yj)—'i-{^,yj) 


^j< 


< 2 ^ ('(;•) (®) — (^)) % 
a=l 
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si m est suffisamment grand; l’inégalité (21) est indépendante du choix 
de {x). 

Il suit de là 


t=nj=3m i=rn /J=^ \ 

( 22 ) 2 y3)^i = 2 “ ( 2 *' = 


i=l i=l 


i=l 


,;=l 


♦=n t=n 

(Ûy) 


♦=1 ( ü .,) «=1 

la seconde somme dans la partie droite étant moindre que- 


\=n 


^ 2 “ “*■ ^ ^ (-^y) ' 

i=\ 

L’égalité (22) étant établie pour un choix arbitraire des (t^) et la première 
somme en sa partie droite ayant une limite déterminée pour chaque choix 
des (w^) tendant uniformément vers zéro, on en conclut, que „ â une 
limite déterminée, quand les (w,) et (Tj) tendent uniformément vers zéro et 
que 


(23) 


r«(“)( \v(':)L(x,y)dAdio. 
fûa;) (Qy) 


Ayant démontré l’existence de la limite lim „ et établie l’égalité (23), 
■on peut, en donnant la préférence à la fonction «(w), établir aussi l’égalité 


(24) limJ^ „=Jt»(T)(jM(w)L(a;,y)(iü)) dn:, 

(Oy) tûa:) 

d’où suit l’égalité (18). 

§ 9 . Supposons maintenant que la fonction moyenne additive dépend 
de la position d’un point (y) du domaine (D^) et est à vàriation bornée pour 
chaque valeur de (y). En la désignant par 


.«(û),y). 
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nous admettons que sa borne totale 
(25) 

est bornée comme fonction de {y) et que l’intégrale 


^u{(s>,y)v{'z)â/z 


(Oy) 

a un sens. La dernière condition- est satisfaite, par exemple, si u (ü),y) est 
continue comme fonction de y pour chaque choix de («). 

Quand les conditions posées sont satisfaites, on a 

( 2 6 ) Jç (a:) ^ J u (w, y) v (t) dT ^ dw = (t) ^ Jm (w, y)<^ («) dio ^ dt, 

(tla:) (Ûy) (t^y) 

si (J) {x) est une fonction continue dans {Ci J. 

Remarquons d’abord que la fonction moyenne 


(27) 


ju{b),y)v{T:)dx, 


(Oy) 


évidemment additive, est à variation bornée. On a, en effet, (w^) .... 
étant les portions de (w). 


t=n 

( 28 ) ^ J M (Wj.^ y) V (t) d-T 


(ûj 


cü . <j ^ |m (w,.^ y)Wiy ('c) dx < 

(üy) <=1 


ju{B,^y)V{x)dx<BV{Cl^)Ci^. 


< 

(ûy) 

si B est la borne supérieure de la fonction (25). 

Il suit de là, que l’intégrale à gauche de l’égalité (26) a un sens. 
Passons maintenant à la démonstration du théorème. 

Supposons, qu’on a choisi arbitrairement un nombre positif t. Nous 
avons 


(29) 


J'm(w, ÿ) ç (a)d<o = J'm (w, ?/) (*) dü) = 

(□a) i=l (10,) 

i=n 

»=i 
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Mj (w, y) et Mg ((O, y) étant les parties positive et négative de u fco, y) et 
les points ($/), Ç,"), situés dans (m.), dépendant du clioix de (y). Les points 
■(^■) étant choisis dans (w^) indépendamment de (y), si les domaines do.) sont 
assez petits pour que l’oscillation de ç> (^) dans cliaque domaine (Wj) soit 
plus petite que t, on a 


(30) ] Jt( (to, y) 9 (.t) d(o — ^ (w . ^ y) 9 co . 

(Q.r) >=i 


^ { “1 ("*, y) (? (.l-O — ? (^i )) — «2 y) (? (V) — ? (-P) N J < 


2 = 1 


< ^KK,?/) -+-M 2 (w/,:'/))w,-£ < <tr>. 

2=1 

Nous obtenons ainsi rinégalito 

t=2l 

(31) — £ 7? < M (to, ?/) 9 (a;) d&) — 'V h (w,- y) 9 (;,) w,. <zB, 

(0^) •=! 

qui est satisfaite pour les (co^) assez petits et les (^y) choisis arbitrairement 
dans les (w,). 

Remarque. En s’appuyant sur l’inégalité ( 31 ) il est facile de démon- 
trer, que la fonction de {y) 

(32) Jit(w,«/) 9 (a-)rfco 

(Ot) 

est continue si u (w, ij) est continue pour chaque (w). 

On peut dans ce cas trouver un domaine (o,), entourant un point 
arbitrairement choisi (?/), de manière (|u’on ait 

(33) I M (Wy ^ y^ ^i — u (Wy ^ y) j < ^ 


pour chaque point (y^) dans (S,). Si (8) est le domaine contenu dans tous les 
domaines (8 J, (8j) . , . . (8 J, l’inégalité ( 33 ) est satisfaite dans le domaine 
(8) pour chaque * et on a 


1=11 

iT'l 


'S u (co,.^ y^) 9 (^.) coy — 2 ” (“i. y) ? (’i) “i 

t=l t=l 


< 


i=n 


i n ' 


<Mi, 


M étant la borne supérieure de 1 9 (a;) | 
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Ainsi on a pour les points du domaine (S): 

•=n t=n 

(34) — i¥e < ^ M (b). ^ y^) ç (5,) w, — « K , V) ? (^i) < ¥e. 

t=i t=i 

En mettant (y^) à la place de (y) dans (31) et en combinant l’inégalité' 
obtenue avec les inégalités (31) et (34), on trouve 

— 2tB — e ¥ < Jm ( o), yj ç (x) d(o — J tt (w, y) <p (a:)rftü < 2e e M, 
(Ûa;) (û*) 

d’où suit la continuité de la fonction (32). 

Observons maintenant qu’on a 

(35) J(p(a:)(jM(a),y) t;('t)cÎT^d(o = 2 ? (^t) (/« î') ^ w<-»- 

(Ûa;) (Ûy) i=l (Ûy) 

si les domaines (wJ, (w,), .... (wJ sont assez petits, les nombres (Ç^) étant 
arbitrairement choisis dans les domaines correspondants; nous supposons,, 
que les (w^) sont assez petits pour que l’inégalité (31) soit satisfaite. 

Un domaine (w^) étant choisi, on a 


^ J=>» 

J u(u).y)v('z)dT= ^ Hj) V ('r,) -t- 6, t, 


|O.I<î 


si les domaines (t^), . . . (t^ sont moindres qu’un domaine v (w^) dépendant 
de (ü)^. Si les domaines (Tj), . . . (v^J sont plus petits que le plus petit des- 
domaines 

'c(Wi), ..., ^(wj, 

Inégalité 

^ ;=w 

J « (<*>,, y) V (v) tiT = ^ I 1 < 1 


a lieu pour toutes les valeurs de (i). 
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En utilisant (35) on trouve alors 


(36) 


?(^)( u{ü>,y)v{i;)dz)d(.o = 

(oi) (Üy) 


j=m 


i=l J=1 

A étant un nombre ne surpassant pas en valeur absolue 

i^n 

»=1 

Comme l’inégalité (31) est satisfaite indépendemment de la valeur de 
(y), on trouve maintenant en l’utilisant, que 

/ 9 (J “ ^ ~ 

(%) (%) 

/ C \ 

— 2 ^ ('ïj) (J “(“> ^j)? (^) dM)i.-^\i-*-Ai e 

j=i (ü®) 

étant un nombre ue surpassant pas en valeur absolue 


j—m 




y’ 


J=i 


Il soit de la dernière égalité, que, t étant choisi d’avance, si les domaines 
(t^ sont suffisamment petits: 

j(p(a:)( jM(w,y)v(i:)dT jdcü — 

& . (Oy) 


J=ni 


2 (''P (/ “ 9 (^) <^«0 ) tJ < c « 

(û*) 


C étant un nombre déterminé. 
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Il suit de là, que l'intégrale 

j V (-) ( j n (w, y) 9 (./•) (ho ^ f/T 

(Ü 3 /) (‘4> 

existe et que l’égalité (2 fi) est satisfaite. 

10 . Supposons maintenant que la fonctinn /'(.<) n'est pas bornée dans 
{DJ et devient infinie dans le point (orj. 

Soit (8) un domaine contenant dans son intérieur. Formons l’in- 
tégrale 

( 37 ) J(o)= fu{(i))f{x)iho. 

(ü-8) 

Si l’intégrale ( 37 ) a une limite déterminée quand (8) tend vers zéro d’une 
manière quelconque, nous désignerons cette limite par 

( 37 ^) |'»(c.j)/’(a.)Ao. 

(O) 

Thi'orème. Si l’intégrale 

ju{(o)\f{J\d(o, 

(Q-80) 

dans laquelle (8^) est une sphère ayant pour centre le point (j-^,), a une limite, 
l’intégrale ( 37 ) a une limite indépendante du choix de (8). 

En effet, (8^) et (8,) étant deux valeurs de (8), (8^) contenant (83), on 
peut construire deux sphères (8/) et (83"), dont l’une contient (8j) et l’autre 
est contenue dans (8j). Comme on a 

|J«(a>) di^ I < jV((o) \f{x)\doo <ju{(o) \f{x)\ d(o„ 

(81-s,) (Si-83) (V-VO 

on en conclut aisément, que notre assertion est justifiée. 

Exemple. Supposons, que (DJ est un volume et qu’on ait pour chaque 
sphère (lo^) du rayon 


ü{(o,)rJ<B, 
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B étant un nombre déterminé. Prenons l’intégrale 


(38) 



en désignant par la distance entre le point (æ) et un point donné (a:^), la 
fonction f (a) étant bornée. 

Pour s’assurer que l’intégrale (38) a un sens, il suffit de s’assurer que 
l'intégrale 

(So'-V) 


est infiniment petite avec (^^'), M étant la borne de \f], (5^'), (S/') deux 
sphères concentriques ayant le point (a^^) pour contre.. 

Supposons que est rayon de (S^'), R le rayon de (3^''); intercalons 

dans l’intervalle {R, les nombres r^,. . ., 

r,>r^> . . .> r„_^> R 

et divisons la couche sphérique (3^' — 3„'') en couches sphériques en traçant 
les sphères avec les rayons Ayant divisé chaque couche en 

domaines (co^^’), prenons les points dans chaque domaine d’une même couche 
sur la même sphère. Nous obtenons ainsi la somme 


t— M — 1 (J) 








t-(J 


t-hl 


w,) étant le volume d’une couche sphérique mentionnée. En désignant (to,) 
par [r^- — et la sphère du rayon par [rj, nous pouvons écrire 

->•.«]) [’V - .J = [*v] - art’-w]) [V.J = 

= f-'CW) l'i - >•,. J ( cr([’',l) - ([>■,.-, J)) 

Il suit de là qu’on a 


( 39 ) 


t— n— 1 

y 

i=0 








f+l 


1=0 


f=r;i — 1 




1=0 


r* 

i-hl 


+ 
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Supposons maintenant que 






— R 
n 


r ,-R . R 

n ^ 2 ' 


La première somme dans (39) est plus petite que 


(40) 




ts=w— 1 


Ji V ^ 7î X’ — _ 


r T 
i:=Q * *" 4-1 


t=0 ^*+1 


car 


3 3 f=n— 1 

47 c ^ V ’ '"•+1 7 X ’ — ^+1 

3 ^ “^3' ^ y*+“-a ’ 

‘-4l t=-0 


3 3 /2 2 \/ \^ m 2 / . i \ 


Eu effet 


I 


_ >'o — ' , JJ ^ > 0 — Ji 

'■.+1 »•(, — (i-t-l)a ’ n 


croît avec i. On a donc 


2 2 2 

»•. -+- r, r,+i ^+1 = r,H.i ■ 




'•,>1 ".-i 


-^1 < 


< 


141 


7i> 

^ A 

ro-By-t-j^ 

_r„-R-l- 1 

( \ n / 

n J 


<7r 


2 

t-4’1 


Or, la partie droite de l’inégalité (40) tendant pour n 
tégrale 


on voit, que si 



dr 

h(X—2 


B 


5 


k-+-a — 2 < 1 


oovers l’in- 


elle est infiniment petite avec r^. Si l’on a A: = 1, on peut poser a = 2 — À, 
0 < X < 1, Si l’on a = 2, on peut poser a = 1 — X. 
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La seconde somme dans (39) est égale à 

T { ( - o'ff’-.])) ( t'(W) - PM) 

— pff»-,]) (^r- >•!") — PM.]) - «■■*) - pï»]) } 


< 


8~A: 


< T P (w) ’-r* < T B - V < ^ '■r*”* 


et est infiniment petite pour les valeurs choisies de k et de a. Ainsi, l’in- 
tégrale (38) a un sens, si l’on a 


a = 2 — X, pour A: =1] 

io<x<i. 

a=l — X, pour «= 2 1 


Si l’on afc=3 — (ji, a doit être plus petite que (x. 

Remarque. La définition, donnée au début du paragraphe, peut être 
généralisée. Convenons de dire, que l’ensemble des points {E) est intégrable, 
si, quelque soit le nombre positif r„ on peut l’enfermer dans un nombre fini 
des intervalles ayant la mesure totale moindre que y). En désignant par 
(S) l’ensemble de ces intervalles, on peut désigner par le signe (37*) la 
limite de l’intégrale (37) pour ri— *•0, si cette limite existe, quand la 
fonction f{x) devient infinie dans les points d’ensemble (E). 

11 . Ayant généralisé la notion de l’intégrale, on peut sans peine 
étendre les théorèmes principaux des §§ 4, 6, 7 aux intégrales généralisées. 
La généralisation des assertions (1), (2) et (3) du §4 est immédiate. Si les 
intégrales 

lu(w)/’(a:)da), j v (w) F (x) (iw 
(Û) (Û) 


ont un sens, et si 
on a aussi 

ju (oü) f (x) dui < (w) F (x) rfw, 

(Û-8) (Q-S) 
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(S) ayant la même siguification qu’au § 10, et en passant à la limite on 
trouve 


I « (w) f (x) db) < P’ (to) F{x) db). 


Enfin, si l’intégrale 


a un sens, l’intégrale 


ü{b>)\fix)\dco 


^uib>)f{x)d^^ 


suivant le théorème du § 10, en a un aussi et comme on a 

IJ'm (tü) /'(x) rfw < J U (co) I /'(x) I dbi, 

(Q-8) (Q-S) 


on a aussi 


iju{b>)f{x)dbi <|V(( 0 )|Ax) 


;)i lia). 


La généralisation du théorème du § 6 peut être faite en deux direc- 
tions. On peut, en premier lieu, supposer que la fonction F n'est pas 
bornée. 

On peut écrire 

Jm (o)) f F dbi =■ (o)) F d(i) 

(Û-S) (Q-S) 

d’où suit que, si une des deux dernières intégrales a une limite pour 
(S)— ï-O, il en est de même de l’autre. 

Supposons maintenant que la fonction f n’est par bornée, l’intégrale 


juib>)\f{x)\ 


ayant un sens. Il suit de la supposition que 


U{bi)\f{x)\db, 


(S'-S") 
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est infiniment petite avec (ô% (8') et (8") ayant la même signification qu’au 
§ 10 . 

Or, on a, F étant bornée, 


jv (a>) Fdu> < M F([8' — 8"]) [8' — 8"j < Af J j7(u)) \fix)\ du, 


(i'-V) 

d’où suit la convergence de l’intégrale 


( 8 ’- 5 ") 


u((a)fFdü) 


(Û) 


et l’exactitude de la formule 


( 12 ) 


Tm (u) fFdoi— Çv (u) F du. 

(û) (à) 


Si la fonction F n’est pas bornée, mais a avec f le même point de 
discontinuité, l’exactitude de la formule (12) dépend de la convergence de 
l’une des intégrales 

Çu{(ù)fFdia, riy(u)i^du, 

(ü) (û) 

car on peut restituer la formule (12) en passant à la limite dans l’égalité 


J M(u)/'J’du=Jw(u)i^du^ 

(Û-8) (Q-5) 

Quant au teorème du § 7, qui est établie pour chaque fonction f inté- 
grable dans le sens de M. Lebesgue, bornée ou non, il est nécessaire de 
l’étendre seulement au cas d’une fonction F non bornée. La formule (17) 
reste évidemment exacte, si l’intégrale 

Jm(u) jF(a:)du 

(d) 

a un sens, car on l’obtient m passant à la limite dans l’égalité 


J M (u) F{çc) = J F{x) f(x) du. 

(Û-8) (Ü-8) 
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12. Supposons qu’une fonction L{x, y) devienne infinie pour = y de 
manière que les intégrales 


jF(v)|L(a5,y)|dT,JiL(a;,y)ldu, 

(Üy) (ûa,) 

soient uniformément convergentes dans (û^), respectivement dans (ûy), et 
que l’intégrale 

^v{%)L{x,y)d-z 

(Ûy) 

est une fonction bornée de {x) et intégrable dans le sens de Riemann. 

Suivant cette supposition, le nombre e étant arbitrairement choisi, il 
existe un certain nombre p, tel que (p) étant une sphère du rayon p avec le 
centre dans le point (x), respectivement dans le point (y), on a 

(44) y )\ < 6- 

(?) (p) 

Supposons encore, que le point (x) étant en dehors de la sphère du 
rayon p avec le centre en {y) et (y) étant en dehors de la sphère du rayon 
p avec le centre en (x), la fonction L (x, y) est uniformément continue 
comme fonction de (x) et de {y)', c’est-à-dire qu’on a pour les valeurs men- 
tionnées de (x) et de {y) 

(45) lL(x",y") — 2/(x',ÿ')| <e, si |x'' — x'I <pi^ ]/ — yj<Pi. 
Démontrons, que 


(46) 


j ( \v{'z)L{x,y)d'z\dia= \v{'z)( jZ(x,^)<f(oU-:. 

(û®) (ûy) (üy) (Ûa:) 


Il est clair, qu’il suffit de démontrer la formule (46) en supposant que 
les valeurs de v (t) ne sont pas négatives; si elle est exacte pour les parties 
positive et négative d’une fonction moyenne v (t), elle est exacte pour 
v(t). 


Supposons donc, que v (t) n’est pas négative. 
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Envisageans deux sphères avec les rayons | et | ayant les centres 

dans les points (aj), respectivement {y). Divisons le domaine (O^) en domaines 
(t,), en supposant que les domaines ("t,) soient si petits, que chaque domaine, 

ayant un point commun avec la sphère est situé dans l’intérieur de la 

sphère ^0- 

Nous avons 

(47) J = |ô| <1, 

(Û*) (üy) (ûÿ) 

si les domaines (w^) sont assez petits. 

En envisageant les domaines ((Oj)nous supposerons qu’il soient si petits, 

que chaque domaine ayant un point commun avec la sphère est situé 
dans l’intérieur de la sphère (p). 

Supposons de plus, qu’on peut enfermer chaque domaine (t,) et (w^) 
dans une sphère du rayon p^. 

Désignons par {d) le domaine, formé par la réunion des domaines (t,), 

ayant les points communs avec la sphere ( > ^^^ec le centre dans le point {x^-, 

le domaine (d) est contenu dans la sphère (p) mentionnée ci-dessus. Comme 
V (t) est positive, nous avons 

(Qy-d) (T,) 

le point (y\) étant dans (t,), sa position éventuellement dépendant de la 
position du point (x^) et le signe (^*) indiquant, que parmi les domaines (t,) 
manquent les domaines, contenus dans (d). Or, on a, (y,) étant un point 
arbitraire dans (t,), 

\L{xj^y\) — Lixj^y^)\<i. 

Il suit de là, qu’on a 

V (t) L (Xj^y) d-. = ^ V {\) L {Xj^ y^ x- -h ai, 

(üy-d) 

a étant un nombre déterminé, qui ne dépasse pas v (0^) ü^. 
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En Utilisant (44) on a 

(48) jv (t) L (xj ,y)d'z = v (t,) L {Xj , ij-) 

(ûy) 

De même on peut écrire, en choisissant un point (y-), 

(49) r L (x, y^ diù = (æ,-, y.^ w; -i- (6 -h 1) e, 

(Ûx) 

e signe (‘9) indiquant, que parmi les domaines (w^) manquent les domaines 
contenus dans (d), ou (d) est formé par la réunion des domaines (wy), ayant 

un point commun avec la sphère du rayon avec le centre dans (y^); le 

point (xJ). est arbitrairement choisi dans (w^). 

En utilisant (47) et (48) on trouve 

j [jv (t) L (x, «/) dT ^ dcü = E (E*''’’ v (t,) L (Xj , y-) t^) Wj -+- ci 

{ÛxXÛÿ) 

c étant un nombre déterminé, inférieur à 

(ft -+“ 1) •+* !• 

Il suit de là qu’on a 

50) J (Jî^(T)i(ir,y)d'r)dco = Ev(T,)(Ei(a:j,i/.)(Oj.)T-H-ct. 

(ûx) (Oy) 

Dans la partie droite de (50) dans le coefficient de v (t,) il manque 
e terme L (Xj, y^, si la sphère du rayon , ayant son centre dans (Xj), a un 
point commun avec (tJ. Le point (x-) étant placé dans (<o ), (w ) a dans ce cas 
un point commun avec la sphère du rayon , ayant sont centre dans (y,), 
qui est dans l’intérieur de (t^. Il suit de là que les (w^), ayant un point 
commun avec les sphères du rayon ayant leurs centres dans (^J, manquent 
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dans somme (50) et qu’on peut utiliser les égalités (40). En les utilisant 
on trouve 

(50') !(h> L (x, y) dx ) dw = i: V (x .) (J L (æ, y^) dw ) x^ -h //t h- (;î, 

(0;^;) (üy) (0^;) 

y étant un nombre borné inférieur à V{Liy)Liy. 

On conclut de l’égalité (50') à cause du clioix de e, que 

2t'(Ci)(Ji(«,ÿ,)dw^x. 

(Oa:) 

a une limite et que la formule (46) subsiste effectivement. 

En établissant la formule (46) nous avous supposé, que la convergence 
de l’intégrale 

(51) j |L(a;,2/)|dw 

(o;) 

est uniforme dans (O^). 

On peut, cependant, généraliser la férmule (46j au cas, quand cette 
condition n’est pas satisfaite. 

Supposons que, quelque soit un nombre positif e, on peut lui faire cor- 
respondre un domaine (8^), tel que 

(52) nV8,<‘ 

et que l’intégrale (51), en restant bornée par un nombre .1 pour les 
points (y) situés dans (Sp, est uniformément convergente seulement dans le 
domaine (Q^ — S^). 

On a évidemment 

J ( Jv (x) i {x, y) dt ) dtü = J ( Jr (x) L (.r, y)di^ du) -H 

(ûflj) (Qy) (Û^p) 

H-J(J v{'z)L{x,y)d'z^do). 

(Ü®)(8y) 
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On trouve sans peine en premier lieu en se servant de (52), que 

( 53 ) I f O (') (J L (x, y) iIm ) <iÎT | < ^ F (o^ < . 4 e. 

En second lieu la première des inégalités (44) restant satisfaite, on 
trouve, le nombre p étant choisi et M désignant la borne supérieure 
de \L(x,y)\ dans (üy — p), que 

(53') j Jv ( t ) L (x, y) (h < I I (') L (x, y) d-. - 

(V ‘ b) 

-H j j'v (t) L {x, »/) < e iJf F(Sy) Sj, < (1 -t- 30 E. 

(8y-p) 

Comme on a 


J ( ^ ^ düi = J V ():) (^j L (x, y) dw ^ dz, 

(Ua,)(Ûy-Sy) (Üy-8y) (Û^.) 

les inégalités (53), (53') conduisent à la. conclusion que l’égalité (46) sub- 
siste, ce qu’il fallait démontrer. 

13 . Pour donner immédiatement un exemple de l'application de cette 
dernière remarque, envisageons le potentiel newtonien 



où e;(t) est une fonction moyenne additive à variation boruéc, répondant 
à la condition: pour chaque sphère (wJ du rayon r^, 

(55) F((o,)r/-^<Z?. 


Il suit des considérations du § 10, que sous la condition (55) les inté- 
gralés 
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où (5, Y), i^), Yii, y sont les coordonnées des points {x) et (ÿ), sont con- 
vergentes. Il est aisé de démontrer qu’elles sont égales respectivement aux 
dérivées de la fonction F par rapport à Ç, r^, C 

Donnons à 5 nn accroissement h et décrivons autour du point (jj une 
sphère de rayon 2h. On s’assure aisément en se rappelant les raisonnements 
du § 10, que r' étant la distance du point.(5-»- /î, k], Ç) au point (y): 



2h 


< 


'J dr — ( 


1-H >. ’ 



< >1 


(370' . 

1 —i— “k 


pour évaluer la seconde intégrale il suffit de prendre la sphère du rayon 3/i 
avec le centre au point y), 1^); cette sphère contient évidemment la 

sphère (2/0 dans son intérieur. 

Comme, r" étant la distance du point (y) à un point placé dans 
(Oy — 2h) entre (ir) et (^ -»- ^, y], î)> o® ^ 


(57) 


■h<r" — r <h, 1 




'10 


fl ‘ ^ ^ ^ 

< 1 r - ’ T < r < -T 
^10 ^10 


d’où l’on obtient 


r 


1 


'10 


10 


»’io 




ce qui donne aisément 


(Ü2,-27.) (Q,j-U) 


= /t J' V (t) 




^ rfc -4- 32 OA* a 


(Q,j-2h) '» 

On conclut de là, que 


J Y 

2h 10 


(Ûy) (Ûy) (Ûy) 

est infiniment petite en même temps que A, ce qu’il fallait démontrer. 
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Démontrons encore, que les intégrales (56) sont les fonctions continues 
de (x). En prenant deux points (æ) et' à une distance égale à 8, traçons 
autour du point (a;) comme centre une sphère du rayon (28). 

En appliquant les formules du § 10, on trouve 


(58) 


28 

(25) 0 (28) 


étant la coordonnée du point (Xj) et r’ distance de ce point; pour obtenir 
ta seconde inégalité, il suffit de tracer autour du point (x^) une sphère 
à rayon 38, qui contient évidemment la sphère (28) dans son intérieur. 

En étudiant maintenant la différence 


(59) dT —j V (v) dz 

(Ûy-28) (Üy-28) 

et en remarquant que pour r' et on a des inégalités analogues à (57), 
on obtient sans peine que 


r'® 




'10 


<a 


' 10 


d’où on peut conclure en utilisant de nouveau les formules du § 10 que le 
nombre b étant suffisamment grand, la différence (59) est moindre que 

( 28 ) 

On conclut de tout cela, que, si la distance entre les points (æ) et (x^) 
est plus petite que 8, la différence des valeurs de 


dans les points (x) et (x^ est inférieure au nombre de la forme c8^, d’où 
suit la continuité de la dérivée considérée. 

Supposons maintenant, que le domaine (ü^) dans la formule (50) soit 
une surface (£) répondant aux conditions de Liapounoff et contenant dans 
son intérieur le domaine (T). 
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On s’assure aisément, en écrivant (<t) à la place de (w), que la formule 

J ( *r = J» W ( d,)<h 

(i:)(Ûy) ’''» (Ûy) (2)) 

est applicable, quoique l’intégrale 



da 


ne soit pas uniformément convergente dans (üp. 

Couvrons la surface (S) par les sphères de Liapounoff d’un rayon suffi- 
samment petit R en nombre fini, de manière que tout point de (S) soit 
à l’intérieur au moins d’une d’entre ces sphères et que les points intérieurs 
de ces sphères forment un domaine (8) contenant (S) dans son intérieur. 

En remarquant que 

^ -kR? -< «< 4it Wy 

(<’) 


(d) étant la portion de (E) dans l’intérieur d’uue des sphères de Liapounoff 
mentionnées, on s’assure sans peine, que le nombre N de ces sphères a la 

(J 

forme ^ ? G étant homé. 

Il suit de là que 

r(8)8<iy^7?iî*'-^<7?r.'r 

et que si on prend R assez petit pour que 

BC R^ < t, 

£ étant un nombre choisi d’avance, on aura 

F(8)5<e. 

La condition complémentaire du § 12 est donc satisfaite. 

En désignant par la normale extérieure à (S) et en utilisant la 
formule (fiO), on trouve 


(( 11 ) 


a) (Üy) (ï) “ 
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Il reste à évaluer l’intégrale dans la partie droite de la formule (61). 
Décomposons (Ü^) en trois portions: en (8), en domaine (Ü^'), extérieur à. (8) 
et en domaine (fly’’), intérieur à (8). On a 

J„(,) d,) rf, = J„(,) ( a.) d. -V- 

(üy) (2) (Q'y) (2) 

-H J (t) (J d< 7 '^ dz -H J V (t) (J 

(8) (2) {Q\) (2) 

Or 

jv{z) dcr)dz=^ O, 

(Q'y) (2) ""i® 

!**,(.) d<,)dz = — ^^^v{z)dz = ^r}{Q:'^)Q!\ 

(Q/y (V) ''lo 

car pour les points extérieurs à (2) on a 


(2) i« 
et pour les points intérieurs à (2): 

'cos'trjo^) 




P 


do = — 4Tr. 


(ii) '<’ 

Comme, pour chaque position du point {y) 


I r s si to. j». ) rf. 


< 4tc, 


on a 


|Jî;(x)( j'£2!i^Ærfa)rfT|<4ur V(z)dz = 4:u F(8)8 < 4^. 

(«) (i) (8) 

On a, de plus, 


1F(o;)ü;— F( r)7’|<F(8)8<e, 
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d’où l’on conclut, que 


J«; (x) ( j'£2i(^oA) ^ = — 47r?’ {T) T. 

(ûÿ) (i) 


Ainsi, les conditions posées étant données, ou a 


(62) J£’i, = - 4 ».(r)J'. 

C^) 

lia dernière formule est la généralisation d’une formule, établie par 
moi dans mon mémoire; «Sur une application de la théorie de fermeture», 
où elle est démontrée pour le cas d’une fonction moyenne v{'i) bornée. 

L’égalité (62) constitue un théorème qui remplace le théorème de 
Poisson pour les potentiels newtoniens en intégrales de Stieltjes. 

14 . En terminant donnons encore une généralisation de la notion de 
l’intégrale de Stieltjes. 

Soit donnée une fonction u (w, y) des domaines (w), appartenants au 
domaine (1)^ des points (x), et des points (?/), appartenants au domaine (7)^^), 
en supposant que les domaines {D^) et (7)^) ne diffèrent que par la notation 
de leurs points. 

Supposons que 

1) La fonction moyenne u (w, y) pour chaque position du point {y) est 
additive et à variation bornée. 

2) Pour chaque choix du domaine (w), on a 

|«(w,«/)| < Fi(w), 

Fj(w) étant une fonction moyenne additive et à variation bornée. 

3) Quelque soit le nombre positif e, on peut lui faire correspondre un 
nombre p de manière que pour deux points {y^ et (j/j), contenus dans une 
même sphère (p) du rayon p, on ait 

1 M (ü), — M (w, y,) I < e F, (co) 

pour chaque choix du domaine (w), F 3 (tü) étant une fonction moyenne de la 
même nature que Fj(to). 
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r*our donner un simple exemple d’uue pareille fonction, posons 
« (cü, Jw (w) Z {x, y) dw, 

(u>) 

L (x, y) étant une fonction continue et h (co) additive et à variation bornée. 
Si on a 

\L{x,y)\<A 

et si pour deux points et (y,) situés dans une même sphère (p) on a 
on a aussi 

j U ((O, i/)\ to <^A\U (co) diii — AU (co) CO, 

(w) 

i«(co,:Vj') — «f(co,î/j)ico < I U{ix>) '\L{x,y^ — Ij{x,y,)\di» < e 

H 

( )n peut donc poser 

V,(co)=V,(<o) = JU(co). 

Nous rencontrons d’autres exemples dans le chapitre 3. 

Théorème. Si les domaines (w^), . , .,(w^ sont les portions du domaine (li) 
et tendent uniformément vers zéro quand n—*oo, la somme 

t=7l 

(bd) s„='Sii(io.,x;)üi-, 

le point («y) appartenant au domaine (w^), a une limite bien déterminée. 
Nous désignons cette limite par 

(bi t) I H((a,x)dio. 

(li) 

l’our démontrer le théorème choisissons en premier lieu une suite des 
ensembles des domaines 


(V'")), . . . (T, W) 
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de manière que chaque ensemble suivant est formé en partageant en portions 
les domaines de l’ensemble qui lui précède. 

Posons 


i=m 





et supposons que m est assez grand pour que chaque domaine (t/”**) soit 
contenu dans une sphère (p). 

Posons, (lu’en formant les domaines on doit partager (t/"*’) 

on portions 

On a, alors, 


et comme on a 


on a 


t — ffl le — 

= N’ ^ 




(w,*) 


t=l fc=l 




lc~ffn 

w {xr, -n) ^ a:,) 

f»=l 




n-Mn 


i—m k=s^i 


t-i 1=1 


< 


i=m Jc=8p^ 

t=i fei 




t=in 

=‘2 

»=! 


F',(T.)'C. = er 


(Ü)i2. 


Tl suit de là que la suite 

Lj, Lj, . . Sjjj, . . . 

a une limite. Nous la désignons par (64) et nous lui donnons aussi le nom 
de l’intégrale de Stieltjes. 

Supposons maintenant que dans la somme chaque domaine (wy) est 
contenu dans la sphère (p). 

Envisageons la somme et formons de nouveaux domaines (3-) en 
choisissant pour leurs frontières les frontières des domaines (w^) et des 
domaines (t/'"*). Posons 
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Comme on parvient à ^ en partageant les domaines (w,), respectivement 
les domaines (t-^. on a 


i5„— < £ c;(ü)ü, W—A\ < £ F,(ii)a 


d’où il suit 


Or, il suit de (65) qu’on a 

! — J M (w, «) dw I < £ Fg (Q) a. 


Donc, 


(Q) 


|S„— J«(co,æ)dco| < 3e F(Ü)i^< 3£ Fg(D,.)7>^ 


(û) 

ce qu’il fallait démontrer. 

De la définition de l’intégrale généralisée on conclut évidemment, que 


J «(co, a-) 
('q) 


db) 


< F,(ü)ü 


J' H ((«), a") dw -4- J t( (o), x)dù) =j U (w, .r) dw, 
(üi) (Qs) (O) 

(i2j) et (Qg) étant deux portions de (Q). 

En* remarquant que, (p (y) étant continue, la fonction 

?((ü>, y)<f(y). 

est de la même nature que n (ca, y), on démontre aisément que 


( 66 ) 

où 


J * U (ü), x) tf (t) (t<a = J" V (w) Ÿ (^) dtü, 
(O) (Ü) 

V (tu) = ** (‘O) 

'V) 
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En effet, si (w) est contenu dans une sphère (3), ou a, («J étant un point 
dans (w): 


> (w) — n (<o, æ,) I = j (o), æ) dcü — j^n (w, a:„) flu)„ 
(<•>) 

= -^ I ((0, *) — U (ü), Xç)) dw 


H 

< £ Fjj((0). 


Si chaque (w^) est contenu dans une sphère (p) et si l’on a de plus 



“ U ((ü, © (.r) diii — 

f=m 

1 

(ü) 




a 

1 V (oj) ^ {pc) do) 

M (w, x) Ç (x) doi 

< 


i=n 

(Û) 



< Je 2 K) “i -H e = £ ( JFj (ü) Q -I- 1 ), 

t=i 


A étant la borne supérieure de <p (x). Il suit de là l’exactitude de la for- 
mule (66). 

Nous dirons que la fonction u((o,ÿ) est finie, si elle répond aux condi- 
tions de ce paragraphe. 

Pour donner un exemple d’une fonction non finie, supposons, que le 
domaine (DJ est l’intèrYalle aKxKb, le domaine (w) étant l’intervalle 


et posons 


a<x< p. 




V jfi — y— Va.- 

P — a. 


La fonction u (w, y) répond aux conditions du théorème du § 9, mais 
le signe 
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n’a aucun sens. Si l’on pose en formant les (w^) 


a • = a ■ 
% 


m 


(t — 1), = 


h — a 


m 


X- ■ 

t 


b — a 
m 



on trouve en effet 

3 8 

2 * — « (2»o®'- 

t=i 


15 . On peut généraliser les résultats du § 14. 

Supposons que {E) est un ensemble intégrable des points {y). Supposons 
que dans un domaine (8^), contenant {E), la fonction (w) est absolument 
continue et que quelque soit le domaine (8), contenant {E), la condition (3) 
est satisfaite pour tous les (w) appartenants au domaine (Q — 8), la 
fonction F^ (w) étant remplacée par la fonction Fj‘*> (w). Supposons encore 
que la variation totale F,‘*>(r2 — 8) (ü — 8) est bornée par un nombre J, 
qui est indépendant de (8). 

Le théorème du § 14 reste exacte sous ces nouvelles suppositions. 
Désignons par 8^ le domaine, contenant l’ensemble {E) et ayant la mesure 
moindre que e. Pour démontrer le théorème il suffit de choisir les domaines (8^^) 
et (8.) de manière qu’on ait 

n(US„<2c, F,(8,)8,<. 

et de supposer, en formant les domaines que chaque domaine (t*"*’), ayant 
un point commun avec (8^), est tout entier en (8^^). 

La partie droite de l’inégalité (65) sera remplacée par 

t (Q ^ 8,) (ü — 8.) -H 2 F, (8, J 8,, < ^E -H 4e, 

d’où l’on conclut, que la variable tend vers une limite. 

Pour terminer la démonstration, il faut prendre les mêmes précautions 
en formant les domaines (w^). 

Pour donner un exemple, envisageons la fonction moyenne 
1 Ç dx 

P — * J V®-+-y 

3t 


0 <« <?< 1 . 
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Nous avons ici, (w) étant l’intervalle (a, % 

2 




la fonction (w) est absolument continue comme la moyenne d’une fonction 
intégrable. Si (ô) est l’intervalle (O, è) et si nous posons dans l’intervalle (S, 1) : 


V (co) = f — = . -i* _ I J - 1 

2(P-a)jv/^ P-alv/a Vpl 


1 1 
dx 8 * 


nous avons évidemment 

li [4 


1 

r 1 

r dx 

P — , 

J v/ a; -H "J 

'7^ 


V4 


si l’on a 


P 


<e5*. 


Si la fonction « (w, y) répond aux conditions supplémentaires de ce 
paragraphe, nous dirons aussi qu’elle est finie. 


CHAPITRE 3. 

Les équations intégrales en intégrales de Stieltjes 
1 . Supposons, comme dans le § 14 (2), que les domaines (i) ) et (D ) 

X y' 

ne diffèrent que par la notation de leurs points. 

Soit donnée une fonction moyenne 

(1) A-(t, *) 

des domaines (v), appartenants au domaine (D^) des points {y) et des 
points (æ), appartenants au domaine (D^>. 

Nous disons, que la fonction (1) répond à la condition (A), si elle répond 
aux conditions du théorème du § 9 (2), étant une fonction continue de (a:) 
pour chaque choix de (v); en répondant à la condition (A), la fonction Ar(T,aj) 
peut être finie ou non. Rappelons, que la fonction (1) répond aux conditions 
du théorème du § 9 (2), si 
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1) elle est additive et à variation bornée pour chaque choix de (æ); 

2) sa borne totale est bornée comme fonction de (æ); 

La fonction (1) est dite finie, si la condition (2) est remplacée par les 
deux suivantes: 

2) pour chaque choix du domaine (z) on a 

lA(T,a:)|< F,(v), 

Fj (t) étant une fonction moyenne additive et à variation bornée ; 

3) quelque soit le nombre positif t on peut lui faire correspondre un 
nombre p de manière, que pour deux points (x') et (x") contenus dans une 
même sphère (p) du rayon p on ait 

l/c(z,x') — k(z,x'')l<tV,(z), 

pour chaque choix du domaine (t), F, (v) étant une fonction de la même 
nature que V^(z), ou aux conditions un peu plus générales, mentionnées dans 
le § 15 (2). 

Envisageons l’équation 

2) <^(x) = l f k(z,x)<p(ÿ)dz -t-/'(^), 

( 4 ) 

la fonction /'(^) étant continue, et l’équation 
(3) = X I â:(t, 

( 4 ) 

qui lui est associée. 

Nous désignons par (w) les domaines, qui appartiennent au domaine (DJ, 
et nous supposons, que la fonction moyenne F (z) est'additive et à variation 
bornée. 

On peut démontrer qu’aux équations (2) et (3) est applicable la théorie 
de Fredholm, si la fonction /c(z,x) étant finie, répond à la condition (A). 

Remarque. En parlant d’une fonction inconnue, nous supposons, qu’elle 
appartient à la classe des fonctions, pour lesquelles l’intégrale de Stieltjes 
est définie par nous. 

Observons, que dans cette supposition, la fonction /fc(T,a;) étant finie, 
l’intégrale 

j l{{z,x)(^{y)dz 

( 4 ) 
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est une fonction continue de (x). Si la- fonction 'p(a;) est continue, l’assertion 
est démontrée dans la remarque du § 9 ( 2 ). Si l’on suppose, que la 
fonction ^(æ) est bornée, ayant pour borne un nombre A, on a évidemment, 
les points, (a:') et (x") appartenants à une mêïne sphère (?): 

IJ ki':,x')'f{y)dx— J k{-.,xl')'f{y)d^ = 

(Dy) (Vy) 

= IJ (r(T, x')-â:(t, u'O) ? (y)rfx|< lA J v,{'z)dz = V,{Dy)Dy. 

(Dy) (Dy) 

Dans le cas d’une fonction k{':,x), qui répond aux conditions du § 15 ( 2 ), 
on doit remplacer la dernière inégalité par 

j j {k (x, a') — k (t, -f)) !p {y) ] < j J [k (t, x!) — k (x, a")) y {y) dz . 

(Dy) (Dy-i) 

-^\J{ki~.,x')-kizy))<fiy)dz\<zAVf^{Dy-l){ü^-Z)-*-2V,iB)^-A, 

(S) 

(S) étant le domaine contenant l’ensemble (E). 

Comme est absolument continue dans un domaine (8^) contenaiiv 
(E), on peut choisir ( 8 ) assez petit pour que rj( 8 ) soit moindre que e. 

Enfin, si la fonction !p(y) cesse d’être finie dahs un point (y) et si ( 8 ) 
est un domaine contenant ce point, on a, ( 8 ) étant assez petit, 

I' k{z,x)<^(y)dz— j k{z,x)<^(y)dz-\-h, |0| < 1, 

(Dy) (Dy-8) 

d’où suit, l’intégrale dans la partie droite de l’égalité étant continue, 

J k (t, x!) 9 (y) dz — j k {z, ;r") 9 (y) dz j < 3e. 

(Dy) (Dy) 

En parlant des solutions des équations ( 2 ) et (3) dans la suite, nous 
supposerons, (pie les fonctions 9 ( 3 :) sont continues et que les fonctions 
moyennes ij; (t) sont à variation bornée. 
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Il y a trois points qui peuvent attirer l’attention, quand on veut 
étendre la théorie des é(iuations intégrales. 

1) La possibilité de former les objets des calculs, ce (lui revient à la 
démonstration de l’existence des intégrales; cette possibilité, comme nous le 
verrons, est assurée pour les fonctions (1) finies. 

2) La validité de quelques inégalités, nécessaires pour la convergence 
des séries, qui est assurée par les théorèmes du § 4 (2). 

3) La possibilté d’intervertir l’ordre des intégrations, qtii est complè- 
tement assurée, comme nous le verrons, par le théorème du § 9 (2). 

2 . Soient 




les domaines des points (z^), (Zg ), . . . (x^), (x ^, . . . (y^), (y,) . . . respectivement, 
qui ne diffèrent de (D^) que par la notation de leurs points; soient 


(y > (?a) • • • > (“i)» (“a)» • • • > K) • • 


les domaines, qui leurs appartiennent. 

Supposons en premier lieu, que le noyau k{'v,x) est fini. Formons le 
détérminant 


(4) 

•• •^n\_ 

\Ti,Ta, ...r„J 

k (Tj , iTg), k (Tj , iTg), . . 

•.*(\.»a) 






La fonction (4), comme fonction de chaque couple 

(5) ("îi» ^i)î ('^8) ^a)) • • • (\> 

est aussi finie. Fm effet, la fonction (4) est linéaire par rapport aux termes, 
dépendants de ('t,) ou (x^), d’où il suit, qu’elle est additive et à variation 
bornée et que, suivant le théorème de M. Hadamard, on a 


k 


•^n\ 

IV 1 

VTj, Tj, . . 



<n* VMVM...V^(rJ 


( 6 ) 
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et 

) I Aj ( » • • • \ \ I ^ 

I V'^i) • • • n '^t'î V'^n • • • '^1— n '^1*4-1» • • • ^n/ i 

< F,(tJ . . . F,(t,_,) F,(t,) F,(v,) . . . F,(T)e, 

(æ/) et (a:/') étant deux points appartenants à une môme sphère (p) du 
domaine (Da-^). 

Dans le cas, quand k{x,x) répond aux conditions du § 15 (2), il 
faut mettre Fj‘“' (t,) à la place de Fj si (t^) appartient au domaine (D^—Z), 
et il faut remarquer, que F^ (t) est absolument continue, si (t^) appartient 
an (8,). 

On peut donc, en désignant par le signe 


le résultat des intégrations consécutives dans les domaines 
former les séries 


D(X)= 1 — X r *($!, »- 

(4) 

/.2 .^“n J • • • 

{Dz) (DzJ 

1)^*1 x) = *(T,a:) — X Ja h 

(4) 


(!>*,) (i>r„) 


'^1, ••."ml / \'^ii • ‘ ■ '^tn' '"Tl, • • . Vm, / 

1.2 ... M J J \Tj, . . . Vm, ^1, • • • ■' 


(»*,) (/>*) 
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les intégrales ayant un sens suivant le théorème § 14 (2) et les séries 
étant convergentes suivant l’inégalité (6). 

En effet, quand on veut éflfectuer dans l’une d’entre elles l’intégration 
suivant (Ç,), on rencontre le terme A; (5,-, a,), multiplié par les fonctions 
indépendantes de (5^) et (a,), et les termes, obtenus après les intégrations par 
rapport à i, des fonctions k(^j^ et des fonctions ej). Les 

derniers termes mentionnés sont les fonctions continues de (^,) et les fonctions 
additives et à variation bornée des (^,), 

La fonction 




(D*.) (O/J 



comme fonction de chaque couple (5), répond aux conditions imposées à la 
fonction k{'z,x). 

Les termes de (8), dépendant de (t^), par exemple, sont de la forme 

d) 


et entrent dans (8) linéairement, d’où suit que la fonction (8) est additive 
et à variation bornée des (t^; d’après les inégalités (6) on a 


( 9 ) 



n-H» 

< (n-nm)— F,(t) . . . F,(tJ F,(DJ“D/ 


et, si, par exemple, la fonction k(x,x) vérifie les conditions du § 14 (2) 


( 9 ') 


1 » 






<(n-t-m) * F,(T,)F,(T,)...F,(TjF,(D,r2)/£. 


Enfin, les inégalités (9) prouvent, que les séries (7) sont convergentes 
pour chaque valeur de X. 

Il suit de là, que 
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comme fonction de chaque couple (5), est finie- On a, en effet, 

I / 



•®m x'] 

J)(^^ 1^2» • • • 

x) 

\Ti,Ta, . . 

• '^«.1 ) 

• • • '^m 

/ 




B étant la somme de la série 


OO 

n=Ü 

On doit, certainement, modifier le raisonnement dans le cas, quand la 
fonction k{'z,x) vérifie les conditions du § 15 (2). 

3. Exemple. Envisageons la série* 

OO 

(10) U (t, a;, ÿ) == 2 »k W y\ 

les fonctions moyennes étant additives et à variation bornée et les 
fonctions Lj^{x,y) étant continues. 

Supposons, que Uj^ (v) étant la variation moyenne de Mj (t), on a 

U,{'z)<U{z\ \mx,y)\<Mj^ 

la série 

Af=;f jif, 

<fc=i 

étant convergente et Z7 (t) étant une fonction additive et à variation bornée. 
La série (10) converge alors uniformément dans les domaines (DJ et (DJ 
et sa somme pour chaque choix de (v) est une fonction continue de {x) 
et de {y). 

On voit immédiatement que 

|»(v,X,y)|<ilftA(T)- 


* J’ai considéré le noyau u (t, x) dans ma communication au Congrès de Bologne. 
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et que, {x') et {x\ respectivement (y') et (y"), appartenant à une même 
sphère (p), 

y) — ^ (-î, 2/)l < 3£(7 (t), !«(':, X, y') — m(t, x, y")| < 3el7 (v). 
En effet, si pour m> on a 


OO 



A*— 


et si P est choisi de manière que pour A: = 1, 2, ... n 


\L,{x\y)-L,{x",ÿ)\ <^on\L,{x,y')-L,ix,y")\<^. 
on a, par exemple, 

k^n 

1 M (v, x', y) — « (t, æ'', y) 1 < ü (t) . 2 I V) — V) | -+- 

k-\ 

OO 

Â:— n-i-1 

Il suit de là, qu’on peut former la fonction 

(11) k{-.,x) = ^ ^ti{~.,x,y)d'z 

’(0 

et que cette fonction est finie, les fonctions F^(t) et Fj|(t) étant égales à 
i¥17(T), si M> 3. 

La fonction (11) peut être obtenue en intégrant la série (10) terme à 
terme. 

En effet, comme on a 


2 

kr=n^\ 


<2 


k=n-hl 


on a aussi 


OO 

(T) fc=«+l 
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la somme 

oo 

^c=n+l 


jouissant des propriétés, reconnues pour u(i:,æ,ÿ). On a ainsi, 


* ('r> *) = 2 T J 


Remarquons, que si l’on pose 


(12)m 


( ^1, ys. 


on a 



yi). • • • «("i’ ^1’ y»)’ • • • w('^n’ *1» 

*3> yi)> • • • •^e’ yi)> • • • fï' yJ 


«(''i’ ^n’ yi)’ • • • ^n’ yt)> • • • «(''«’ ^n’ yJ 


A; 


\Ti, T„ 



(^i) (Te) 


K ^l) ^Ei 

yi. ys. 

Tl, Tg, 



dx^dx^...d'z^ 


En effet on a évidemment 





(t») 



Xf,... X^s. 

yo-'-yn) <i\ = 

Xi,... xJ 


Si l’on pose 




/«i.iCg, 

Vyn ys. 



yi)» • • * '^('^n’^i>yn) 

«('Ci,æ„yi),. • • ^ ^^e)» • • •w('fn’=^s»yn) 

■^fc, (^l’ yi)’ ytù 

(^î» yi)’ (®2>y») • • • •^fci.(®s» yn) 

(®n» yi)> (®n’ y») • ■ * ■^Aîii (^n» y«) 
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on trouve que la fonction (12) est la somme de la série 


(12') 


2 2 

k-t — 1 ko — l 


^ \ ('i) % ('^ï) • • • % • 

— 1 


* kn 




d’où il suit que pour chaque couple 

(1^) (*2’ yù • • • ("^w’ 2/n) 



et chaque (rr^), . . . {x^) la fonction (12) est la somme d’une série de la 

forme (10) et que kl est la somme des moyennes des termes 

de cette série. 

Comme chaque terme de la série (12') est la somme des produits de 
la forme 

i-n 

IJ Ci, C,. =:î<(T,)Z(j^,7/,),y= 1 , 2 Il, 

t=i 

^ /Xj, . . . égale à la sonune de la série, chaque terme de laquelle 

est une somme des produits de la forme 

t=n 

n 9i, <h = ^. J 

•■=1 ‘‘(T,) 

On démontre, maintenant, que les séries 


B(k )=\ — X 

(Dz,) 

(»r.) (DzJ 

D(>0=1— X iu(^^,z^,e^)d^-+- 

(4,) 

IDz) {V,) 


'’n 




sont identiques. 
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Pour démontrer Tidentité 

(14) {k{z,y)d'z = ^u{':,y,y)d'z 

(Vy) (Dy) 

remarquons qu’on a 

= 7 (^» — “(5. 2/. y))^ I < 3£t^ (t), 

si (-:) est contenu dans une sphère (p), {y) étant contenu dans (t). 

Comme on a, les (c,) étant suffisamment petits, 

I t=» 

2 2't)— ‘ 

(By) «=1 

on en conclut, que 

t=/4 

J {Æ(T,y)_„(- y,y))dc| <£H- V UU{zy., = t{l-^ZU{D^)Dy), 

{By) «=i 

d’où il suit l’égalité (14). 

Pour démontrer l’identité des coefficients de X“, envisageons l’intégra- 
tion par rapport à 

Dans la seconde série dans le terme 

i—n 

n». 

i=l 

il faut évaluer les intégrales 

w (5.) I « (U O L (^,„ , ^,) dl„, 


OU 
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auiquelles correspondent dans la première série les intégrales 


(D,.) \) '(Si) 

OU 

■'J-*'!»)'*':. 

(DVJ (vil) !Cm — Zm 


La seconde intégrale est égale à 

{Dz ) 

^rn 


Quand à la première, on peut lui appliquer la formule (G6) du § 14 (2) 
et l’égaler à 


j U JL (Zj , ^ J ( ^ [ M (H,) L , iî .) (iE,- ) d5„.. 
(Dz) Ù 

m 


Il faut maintenant distinguer deux cas. Si j =|= i, elle est égale, suivant 
le théorème du § 8 (2), à 


(5.-) (i>.J 


(n) 


OÙ Lj {Zj, z^ est une fonction continue. Elle forme un couple avec 

et son tour viendra, quand on effectuera l’intégration suivant ou (^j). 
Si l’on a i =:j, le terme a la forme 


J«(y L(«„ r„) . J »(ï.)£(.„, 

(I>zj '(5.) 


Quand viendra le tour de l’intégration suivant (^^), on pourra échanger, 
en se basant sur le théorème du § 8 (2), l’ordre des intégrations suivant 



LES ÉQUATIONS INTÉGEALES EN INTÉGRALES DE STIELTJES 105 

(5,) et et à l'intégrale intérieure appliquer la formule du § 14 (2). 
On trouve finalement 

I J M J « T. {Zi, Z J L (z,„ , Z,.) (T;,. 

Le théorème du § S (2) permet encore une fois d’échanger les 
signes des intégrations suivant (^•) et 

On s’assure de la même manière que le mineur 


\"i' • • ••' 


donné par la dernière formule (7), est égal à la moyenne de la somme de 
la série 


/ ^11 • 


0 


•• 

( ?/l» • 

• Vm 

= n f tji, . 

• • Vm 

\Tj , . 



\Ti, . . 

• • 


(->■)" 

1.2 .. . n 


, a,j, . • . ... 

W ( • Vm^ ^11 • • • 


(DzJ 


c’est-à-dire que 


^m» • • • "»n 


\Tj, ... T^l / J 


/^I) • • • \ 

A( /A, . . rfv 

'Tj, . . . T„,| / 


On peut, en premier lieu, remplacer d’après (14) sous le signe de chaque 
intégrale 

r Cl *1» • • • ^1» • • • -H.\ 

... M (?A,...?/m,A' •••«»> 

J ./ 'Vj, . . . T„,, $2, . . . Ç,, 

(»/,) (2>«„) 

la fonction par la valeur pour de la moyenne de 

/Xj, . . . x^, tj, . . . 

^Tj, . . . . . . ^„ 


par rapport à (z^), . . . (^,^). 
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Les multiplicateurs, qui entrent dans les termes de la série après la 
formation de cette moyenne, sont les fonctions continues des {x^ (ou des 
(y^) ou les fonctions additives et à variation bornée de la forme v(t^. 

Cela montre en second lieu, que, en se basant sur le théorème du 
§ 8 (2), on peut intervertir les signes des intégrations suivant (tJ . . . (v^) 
avec les signes des intégrations suivant (5i) • . . (^. 

En dernier lieu, quand on effectue l’intégration'' suivant (t,) . . . 
on regarde les variables comme constantes et on peut 

substituer à la place des après les intégrations. 

4 . Revenons maintenant aux considérations du § 2. 

En poursuivant la théorie bien connue des équations intégrales, on 
démontre sans peine, en usant le développement des détérminants (4) suivant 
leurs éléments de la première ligne: 


que 

(15) 


\Ti, ... T^, \T2, . . . 



7. /r W’ / ^21 • • • 

— x^ü^y f*’ • • * 

\ ^2» • • • ' 

— Jli • • • ^n^x\ 

\'^l>'^2» • • • 1/ 

"J : ; ; ::N- 

\ • • • «m— 1 1 ' 


En effectuant les calculs il faut faire attention seulement à la permu- 
tation de l’ordre des intégrations quand on établit l’identité des intégrales 
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(!>{) VDz,) " *’ " 

(Jit) (Dzn) 

Or il suffit de démontrer que chaque intégrale suivante 

( 16 ) / ... J 

(!>,.) (I>zi){I>zJ (DzJ 
est égale à la précédente 

(De.) (De,) (De,^j) {V,J 

En changeant les notations dans l’intégrale (16) on trouve 

( 16 ) J... J- 

(De.) (De,^,)(De,) (\} 

La fonction sous le signe de l’intégrale étant égale à la somme des 
termes de la forme 

*(5<, W^(-» ^i)’ •)*(•. ■»<+!), 

on voit que les intégrales provenant du premier et du second terme sont de 

simples produits des intégrales prises par rapport à (5^ et 

Quand à l’intégrale du troisième terme, on a, suivant le théorème du 

§ 9 ( 2 ), 

(D,^,) (D,) 

= I r f Ho 

(D,) (‘d,.,P 
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OÙ A est Â:(-, ou une fonction continue, le résultat d’une inté' 
gration, effectuée sur cette quantité. 

De la même manière on obtient 


-JK, .ji-c;: ; ; ; x)-*k, t’.;: ::| — 

En particulier, on a 


(18) D(®jx) = X JiO:,a:)D(^|x)rfPH-*(c,a;)D(X), 

(19) d(^|x)=X [jfc(T,.?)D(||x)dÇ-^*(T,rr)DCA). 

( 4 ) 


5. On démontre de même, que si la fonction 

répond à la condition (Â) et satisfait aux équations 

Y(i:, x) = }<j'k(^,x)y('v,i)d^-*-k(r, x), 


( 20 ) 


(D,) 


Y(t, x) = X jA:('r, g) y(5, x)d^-t-k(z, x), 


(»*) 


les solutions des équations (2) et (3) sont données par les formules: 

(21) ^(x) = f(x)-^.X ff(i/)r(^,^)dz, 

(4) 

|(t) =: F (t) -t- X r Ji'(w) Y ('T, dz, 

(4) 


( 22 ) 
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d’bù il suit que 

r(T, rr,X) = D(*|x): 2 >(X). 

est la résolvante de l’équation (2). 

En démontrant le théorème il faut seulement se rendre compte de la 
possibilité des transpositions de l’ordre des intégrations, qu’on doit effectuer 
pendant les calculs. En changeant dans l’équation (2) {x) et (t, y) en y 
et (^, z) et en la multipliant par y('î> on trouve, suivant le théorème du 
§ 9 (2), en intégrant par rapport à (t) 

rY(T,a;)<p(y)efT= TyCv, a?)( y)r:i{z)â:C)d'z = 

(j>y) (I>y) {I>z) 

= r*(5, y)Y(T,^)<fTW = 

Âj) (4) (4) 

= Jt ^ h (?, x) Ÿ («) 

(Vy) (Dz) (Dz) 

après quoi on achève la démonstration comme d’ordinaire. 

On a aussi, suivant le même théorème, 


Jy (t, æ) ij/ (w) dw = J J'’(w) Y ( T, x) db) 


T K 

(»*) (Tiz) 

(Dz) (I>x) 


(I>x) 


X J Y ® ^ (fw = JjP (w) Y x) d< 

m {I>x) 

X jA:(ü)’^)Y(T’a-)dü>)dï, 


ce qui conduit facilement à la formule (22). 

On conclut de là comme d’ordinaire, que, si X n’est pas la racine de 
l’équation 

2)(X)=:0, 

la seule solution de l’équation 

(23) 9 (a;) = X Çki':, x)(f{y)dn: 

( 4 ^ 
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Ott de l’équation 

est 

ou 


c=X j fc('c, a?) i|/ (w) ciw 

(ol) 

ç (a?) = 0 
(j' (t) = 0. 


Réciproquement, les fonctions ç (x) et (J; (t) données par les formules (21) 
et (22) sont respectivement les solutions des équations (2) et (3). 

En effet, on obtient en transformant les équations (20) 

(— k (t, æ)) = X r (— V (t, «)) {—k(^, x)) (i? -t- (— y (t, x)) 
m 

(— k (t, a;)) = X | (— y (^, x)) (— k (v, z)) -h (— y (t, x)). 

(W) 

On conclut de là, que les équations 

9 (^) = XJ(— y(T,a;))ô(y)rfT 

(Dy) 

d (t) = X r ( — y (t, a;)) d (cj) rfv 

(Dec) 

n’ont pas d’autres solutions que 

O(a;) = 0 

et 

d(v) = 0. 

Si l’on pose maintenant 

ç (a:) — X fx (t, x) 9 (y) d'z — f{x) — bi (x), 

(Dy) 

on voit que 9 (x) est une solution de l’équation 

9(®) = X (k{'z,x)<f(y)d'z-+-f(x)-+-(>i(x). 

(4) 
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U suit de là, que 

? (®) = /’(*) W (z) -+- X J/’(y) Y (t, a:) d-T X J w (y) Y (t, x) dx, 

d’où l’on conclut, en retranchant l’égalité (21), que 

ü)(z) = X J(— y(t, x))o)iy)dx 

d’où il suit que 

De même, si l’on pose 

(t) = X j M (t, X) (w) doj -4- P (t) -t- S (t), 

(i 

on en conclut que 

(t) = F('t) -i- 8 (t) -h X J'j’(cii) y ('c, x) dü) H- X J" 8 (w) y(x,x) du, 


(Dy) 

(ü (x) = 0. 




■d’où, en retranchant l’égalité (22), on trouve 


(I>x) 


et 


8 (t) = X ( — Y ('^î ^)) 5 (w) d(o 

( 4 ) 

8(t) = 0. 


En traitant les mineurs d’ordre m comme les solutions des équations 
(15) et (17) on trouve sans peine 

-HZZ'-'-'- ::l^) 

l^y) 
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et de même 



• * • ^mj 


Wi,... ^,,,1 

1 / 



x){ 

"^31 • * • '^fîl 



(i>*) 


<zx -r.l "J 

(Dx) 


Ces formules permettent de construire les mineure pas à pas quand on 
connaît la résolvante. 

Remarquons, que pour la démonstration des théorèmes de ce paragraphe 
nous avons eu besoin seulement de la condition (A), car nous avons utilisé 
seulement le théorème du § 9 (2); les théorèmes de ce paragraphe subsistent 
donc, si la fonction A:(t, x ) n’est pas finie. 

C’est seulement la formation du détérminant de Fredholm et de 0*68 
mineurs qui exige, que la fonction x) soit finie. 

6. Supposons, que k{'z,x) est finie. 

Comme on a 


f... xVT,...dT„=(-irz)<’”>(À), 

si Xj est un nombre caractéristique d’ordre «, c’est-à-dire la racine d’ordre 
H de la fonction D (X), le mineur 


D 


/ajj, . . . x^ 

V'î-i, / 


n’est pas identiquement nul pour X = X,. 
Soit 



le premier des mineurs 


D 




nui n’est pas identiquement égal à zéro pour X = X^,. 
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Choisissons les points et les domaines (t/®'),. . . (tJ®’) 

de manière, qu’on ait 


^ (t'w, . . . ^ ^ 


et formons les fonctions 


(25) 


» • 

> < 

• • %-l> 

(0) JO) 

' * * ' 

et les fonctions 

moyennes 

(26) 

I>{ 

V<’,. 

«-1 ’ 1 

(0) 

• • • > 


•i-W ' 


(0) 


.r'®' 

JO) 


\):à 




i = 1, 2, . . . m 


t = l,2, 


Comme, en formant les équations (14) et (17) on peut mettre chaque 
couple (x-, T,) h la place du couple (a"j, ':,) à cause de la symétrie des 
détérminants (4) et des mineurs par rapport aux couples (x^, -■), on voit que 
les fonctions (25) et les fonctions moyennes (26) forment les solutions des 
équations homogènes (23). 

Comme on a 


(27) <^, ■(«/">)= 1, = T^.(t/®>)= 1, W,{rf^) = 0,j^i, 

les m fonctions (25), respectivement les m fonctions moyennes (26), sont 
linéairement indépendantes, l’identité 

«l't’i (•'■)-< = 0 

étant, par exemple, impossible à cause des égalités (27 1 . 

On peut de la manière ordinaire démontrer, que chaque solution de 
l’une des équations (23) est une fonction linéaire aux coefficients constants 
des fonctions fondamentales (25) ou (26j. 

Si fl’(T, x) est une fonction répondante à la condition (A), chaque solu- 
tion de la première des équations (23) vérifie l’équation 

(28) 9 (a;) = X J Pa: (t, x) — H (x, æ) X J* (t, i:) ($, a?) dçjç (y) dx 

(Dyf (Vf) 
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et chaque solation de la seconde des équations (23) vérifie l’équation 


(29) (j/(T) = X rrA:('T, i) — J" ®)dHj'|i((ü)dcu. 

{D^J~ m 


Ceci peut être aisément démontré, si on multiplie les équations (23) 
par H {'Z, x) et si on les intègre, ayant recours au théorème du § 9 (2). 

Si l’on pose maintenant 


(30) 




les points (a;/"’) . . . et les domaines (-t/®*) . . . (vJ®*) étant les points 
et les domaines choisis ci-dessus, on trouve sans peine en utilisant les 
formules (15) et (17), que 


ff(T,x) = X, 

(D^) 

-t-k{-.,x) — k (*1 <®' , t) <!>, ( x) k (x/> , T) «t>,„ (x) 

. 

H(-,x) = X„ U(P,x)JÎ(T,a)dS-H 

m 

H- (t, x) — A: (x, t/®)) 'Fl (t) k (x, T,/») 'F,„ (t). 

La substitution de Hi'z, x) dans les identités (28) et (29) conduit 
immédiatement à la démonstration de l’assertion mentionnée. 

Les fonctions <l>(x) et 'F('r), correspondant aux différents nombres 
caractéristiques, sont orthogonales, c’est-à-dire 


r'F('c)«l>(y)d'c = 0. 

(Dy) 

Si, en efiet, 

^(y) = \ jk{l,y)<P(si)d^, 'F(t) = X, Ja;(v, x)'F(tü)dw, Xj =|= X, 

li't, (Dx) 
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on a, en utilisant le théorème du § 9 (2) 


r'F(T)<ï>(^)dT=X, rM^(T)( (Æ(Ç,y)«ï>(^)d^)dT = 

(jDy) {Dy) A 

= \ J‘ï>(^)( J*(5, J/) 'F (t) dT ) ^ J»!» (^)'F (5) 

iJit) (I^y) m 


d’où suit 



^ j T(T)‘l>(y)dT 

(Dy) 


= 0. 


Remarquons, que la dernière conclusion est basée seulement sur le théorème 
du § 9 (2), c’est-à-dire qu’elle est exacte, si le noyau n’est pas fini. 

Les équations 


(32) 


resp. 


t(*) = a;) 9 (y)dT-+-/’(a;), 

(By) 

4 » ("f) = ^0 J* ('^1 ' l ' (“) 


oû Xq est un nombre caractéristique, ont des solutions, si 


(33) 


rA«)^i(‘*>)‘^‘^=o, 

(Da:) 


resp. j i'’('T)<I>^( 2 /)dT = 0, « = i, 2 ,...i 

(By) 


On obtient une solution des équations (32) en posant 


(34) 


resp. 


?o = fi ^) ^) 

(4) 

4;,(T)=:i;’(T)-HX. rj’(a))fi’(T,rr)da), 

(Bx) 


OÙ jEir('T, x) est la fonction (30); pour obtenir les autres solutions des équa- 
tions (32) il faut ajouter aux équations (34) les fonctions linéaires des 
fonctions fondamentales correspondantes. 

En établissant la nécessité des conditions (33) et leur suffisance de la 
manière ordinaire, ayant recours aux formules (31), on n’a qu’à se servir 

8 * 
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dü théorème du g 9 (2) en intervertissant l’ordre des intégrations pendant 
les calculs. 

7 . La condition d’être finie, imposée à la fonction ^(t, .r), était néces- 
saire seulement pour pouvoir former les séries (7). Sans cette condition, 
leur formation peut devenir impossible, comme le montre l’exemple de la 
fonction non finie du § 14 (2). 

Mais les autres calculs des §g 2 — 6 exigent seulement la condition (A). 
Supposons dans ce paragraphe, que la fonction A;(t, x) répond à la condi- 
tion (A). On peut appliquer aux équations (2) et (3) 

9 (æ) = X Ja (t, .r) 9 (y) d~ h- f (.r), tj/ (t) = X J A: (t, x) •\i (w) dw -+- F (z) 

(Dy) (Va;) 

le procédé d’itération et obtenir d’autres équations, correspondantes aux 
noyaux itérés. 

En effet, le théorème du § 9 (2) permet de changer dans l’intégrale 

(i>y) (Va) 

l’ordre de l’intégration et de la transformer en 

(Va) 

OÙ 

(35) kf(r,x) — fk(T, r)k(^, x)d'. 

(Va) 

Si la borne totale de la fonction Æ('t, a-) est moindre que B, comme on a 



t=m 

• =I 
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2^(5, x) étant la borne moyenne de k(^, x), on voit que la borne totale de la 
fonction (t, x) est bornée comme fonction de (x). 

La continuité de l’intégrale (35) étant démontrée dans la remarque 
du § 9 (2), on voit que la fonction k^(z, x) satisfait à la condition (J). 

En posant ainsi 

K •'’) = I ^«-1 ('> 

on démontre, comme à l’ordinaire, que 

K = I K-m (''> -») Kn ('> ; 

en répétant les raisonnements, on démontre que 

Remarque. Si le noyau est fini, les noyaux itérés le sont aussi. En 

effet, 

I K (^. I = (^> ^ (^. j < J (^) (■> V, (d;) i), 

(4) ' m 

et si la fonction A (v, x) répond aux conditions du § 14 (2) 

1A.(t, a') - À-.(T, x")\< r 1 à-(t, ^)| £7,(5) 

( 4 ) 

si la fonction A (t, x) répond aux conditions du § 15 (2), on a, si (t) appar- 
tient au domaine (D^ — 8): 

æ') — A,(t, x")\ < r |A-(v, ^:)| £r/>(5)(ï5 
(Di-i) 

-H 2 fl A (T, ^)| F, (5) < £ F-, (t) F,<^> (i), - 8) {D^ - 8) h- 2 F, (t) F, (8) 8. 

(«) 

Il suit de là que, (8) étant suffisamment petit, 

\k, (T, x') — A, (V, a-")l < £ (^ -+- 2) F, (T). 
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On démontre de même que les solutions des équations (2) et (3) satis- 
font aux équations 

? (a) = X“ J (t, x) ^ (y) d'z s„ (æ), 

(36) 

(j; (t) = X" \h^ (t, x) <}/ (w) <iw H- (t), 

(i 

où s^{z) et a„(T) sont les sommes des w premiers termes dans les dévelop- 
pements des fonctions <f{x) et suivant les puissances de X. On a 

«n 0'*^) = •+■ X j A- (t, x) f (y) di 

(Dy) 

-H X* J Aj (t, x)f{y)dx-i H X""^ J A„_j (^, y)f{y) d-c 

(•Dy) (®y) 

et 

<r^ (t) = F{^) H- X [a (t, x) F((o)dw -4- 

(^x) 

-h- Xj* J' Aj (t, (t) ^'(w) diu -f- • ■ • -+- X”~^ J' A„_j (t, x) F((o) dco. 

W (B.r) 

On peut maintenant démontrer, que s’il existe une fonction (t, x), 
répondant à la condition (A) et vérifiant les équations 

Y« ('f . ■'^) = f K ïn ('f> 

Tn ('f. i») = f A„ (t, y„ (5, x) dÇ -H A„ (t, a;), 

W 

les fonctions (p(a;) et <}^(a:), données par les formules (36), satisfont aux 
équations (2) et (3). 

L’évaluation des fonctions 

(0 (x) = f(x) — X f/c (t, x) cp (y) dz — /"(x), 

(Dy) 

9(z)=sip(z) — X Ta (t, æ) (j/ (oj) dw — F(z) 

(®*) 
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conduit, en effet, aux équations 

tü (cr) = X” J* (t, x ) CO {y) dx, d (t) = X” J* (t, x ) d (co) cZco 
(Dy) (D^) 

qui, comme on a démontré dans le § 5, ont une seule solution 

(O (x) —0, d (t) = 0, 

si les équations (37) peuvent être satisfaites par une fonction Y„('t, x ). 
L’exécution des calculs n’exige que les permutations des signes des intégra- 
tions, qui sont toutes légitimes suivant le théorème du § 9 (2). 

Comme cas particulier on trouve, que, s’il existe une fonction Yn('> 
vérifiant les équations (37), la fonction 

(38) Y (^> (t, 0 ) Y„ (5, x) dH, 

W 

OÙ 

(39) S„ (v, x) = k (t, x ) (t:, a;) H 1 - X"”'-* (t, x ) , 

vérifie les équations (20) du § 5, ce qui permet de construire directemment 
les solutions des équations (2) et (3). 

En cherchant par le procédé des itérations la solution des équations (20), 
on trouve sans peine 

(40) Y('^) x ) — kix, x)-t-Ak^{'x, æ)-»-X*Â-g(T, x)-t 

La fonction 2 ^(t, x) dans (39) est égale à la somme des n premiers 
termes de la série (40); il suit des inégalités, établies pour les noyaux 
itérés, que cette série est convergente pour les valeurs de |X| suffisamment 
petites. 

Si k (v, x) est fini, la fonction y ('t, ») ne diffère pas deZ)^^jx^;D(X)et 

on voit que le rayon de convergence de la série (39) est égal dans ce cas 
au plus petit module des racines de la fonction D (X). 

Si le noyau k{'T,x) n’est pas fini, il peut arriver qu’un des noyaux 
itérés (t, x) est fini. Par exemple, pour la fonction de l’exemple du 
§ 14 (2) c’est le noyau avec l’indice égale à 3. 
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Bemargm..^n fixant la condition (A) nous avons supposé que la fonc- 
tion k est continue comme fonction de (z) pour chaque choix du 
domaine (t). Pour la fonction la plus générale, répondante aux conditions 
du théorème du § 9 (2), quelques assertions, mentionnées ci-dessus, ne 
subsistent plus. 

8. Nous dirons que la fonction moyenne additive et à variation bornée 
«(w) satisfait à la condition (B), si toutes ses valeurs m(w) sont positives. 
Si la fonction «(w) satisfait à la condition (B), pour chaque fonction 
continue h{x) l’égalité 

(41) rM(a))A»(Æ)(iu) = 0 

entraine l’égalité 

(41) /t(a:) = 0. 

En effet, si pour un point (x^ h*(x) est différente de zéro, elle est 
difi'érente de zéro dans un domaine (w^, contenant le point (a^j). 

Or, comme on a 

J M (w) A* (ic) dw = J" M((«))h*(a:)da) J'M((ü)^*(a:)dtü; 

(»*) (»o) {Dx-^o) 

les deux termes de la dernière somme ne pouvant pas être négatifs, on a 

(42) j U (w) h* {x) du) = O, 

(ù>#) 

qu’on peut écrire, les valeurs de m(w) étant positives, 

(42') «(ü))h*(Æ') = 0 

{x/) étant un point dans (wg), ce qui est en contradiction avec les supposi- 
tions faites ci-dessus. 

Dans ma communication au Congrès des Mathématiciens à Bologne 
en 1928 je montrai, que tonte la théorie des équations intégrales aux 
noyaux symétriques, y compris la théorie du développement suivant les fonc- 
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tions fondamentales, peut être étendue aux équations avec le noyau de la 
forme 

(43) 

(0*0) 

la fonction L {x, y) étant continue et symétrique et la fonction moyenne »(w) 
répondant à la condition (B). Cette remarque peut être étendue avec cer- 
taines restrictions aux noyaux de la forme (43) dans lesquels la fonction 
symétrique L {x, y) n’est pas bornée. 

Nous dirons, que le noyau h (< 1 , x) satisfait à la condition (C) ou 
qu’il est symétrique par rapport à une fonction moyenne u (w), répondante 
à la condition (B), si l’on a 

(44) -ij* m((«))A:(t, a:)d(ü = J'm(t)A:((ü, 3/)<iT, 

(«») (t) 

pour chaque choix des domaines (w) et (t). 

Exemples; 

1) Si k{x, y) est une fonction symétrique et si l’on pose 

A (a, æ) = ^ J A' {x, y) d^, 
l^) 

on obtient un noyau symétrique par rapport à « (oj) == 1 . 

En effet on a 

A;('r, x)dbi=~ (J — 

{<») M (■r) 

(t) (<i)) (t) 

2) Si la fonction u (w) vérifie la condition (B) et si L (x, y) est 
symétrique, le noyau 

A;(t, a;) = -i J u(‘x)L(x, y)di 

V) 

est symétrique par rapport à »(<•;). 
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En eifet on a, d’après le théorème du 8 (2), 

a;)rfü) — --i J u{'z)L{x, y)ân^d{ù = 


(“) 


(a.) 


(^) 


(T) (") 

J* J = ~ j «(t)A:(w, y)dx. 


(T) (ü>) 


Comme cas particulier, nous obtenons: si p(x)estune fonction non 
négative, la fonction k {x, y) étant symétrique, le noyau 


A-(t, x) = ^jp(y)k(x, yjdx 

est symétrique par rapport à 

«(w)=-ijp(x)da). 


H 

En effet, on a suivant le théorème du § 7 (2) 
k a-) — U (t) k (x, y) dx. 

Nous démontrerons dans le chapitre suivant, que si le noyau k (x, x) 
répondant à la condition (C) est fini et satisfait de plus à la condition 

K,(cü)<a4(a.), 

son quatrième noyau itéré est de la forme 


]^^u{x)L{x,y)dx, 

W 

la fonction L{x, y) étant continue et symétrique. 

9 . Si le noyau k{x,x) est symétrique par rapport àM(tü), tous les 
noyaux itérés le sont aussi. 



LES ÉQUATIONS INTÉGBALES EN INTÉGRALES DE STIELTJE8 


123 


Pour démontrer ceci remarquons que, comme 

K ('> = f K-i ('^» k(^,x)d^= r /.• ('T, z) (5, t) dl, 

(Dg) m 

on a, en appliquant l’égalité (44) et en se servant du théorème do § 9 (2), 

(45) J M (“) K ('> ^ J M (‘*>) ( J ("> (-0 ^.1 = 

(O)) (0,) (D,) 

= /*„_, (T, ^) J uHHl, 'X)du.)d\ = 

{D,} ((U) 

= J K-i ('> ^) ( X J“ A- (co, ^) = J M (') A„_J (-, A- (w, z) (A5. 

(O*) (?) (I>g) 

La symétrie de la dernière expression par rapport à (t) et (w) pour 
m — 2 montre qu’on a 

J* M (w) A:, (t, x) rfw = -^ J M (t) a, (o), ?/) (At, 

(<^) V) 

ce qu’il fallait démontrer en premier lieu. 

En supposant maintenant que l’assertion est juste pour les noyaux 
ayant un indice moindre que «, nous pouvons écrire en prolongeant 
l’égalité (45): 

- 1 M (w) A-„ (t, x) düi = U (P) A:„_J (t, z) a- (üj, z) dl = 

(<^^) (D,) 

= J A(w,^)(|- |'M(Ç)A„_j('r,^)d5)dÇ = 

{D,) (() 

=r Ja(w, ‘"K t J = 

(i>e) V) 

= 7 ) A(w,^)A„„j( 5 ,y)d^j<iT=:|-jM(T)A:„(w,?/)(iT, 

(^) (Dg) V) 


ce qu’il fallait démontrer. 
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10 . Supposons que le noyau It (t, x) répond aux conditions (A) et (C), 
étant fini ou non. Nous allons démontrer que: 1) les fonctions fondamentales 
continues, correspondantes aux différents nombres caractéristiques, sont 
orthogonales par rapport à la fonction u (w), 2) les nombres caractéristiques 
sont réels, 3) la série (40), qui a pour somme la résolvante, a un rayon de 
convergence fini. 

Supposons, que "K est un nombre caractéristique et que ç (x) est une 
fonction fondamentale qui lui correspond. Nous avons 


flf (a;) = X I x) (f (y)dx. 

(Dy) 

En multipliant l’égalité par « (w) et en intégrant, on trouve 
— J'M(w)i|)(a:)dw = — J «(cu)^J Â‘ (t, æ) ( f, («/) rfT ^ 


(ü)) 


(“) (-Du) 


= f a:)(iw)dT=X J 5'(2/)(7j' m('c)A(w, 2/)rf-r)<iT' 

(«ÿ) ' H (I>y) (T) 

= X J <p (y) U (t) k (ü), y) rf-r = X J A: (w, ^ ^ J'm (t) ç (y) dx ^ d-r. 

{Dy) (D«) (t) 

Il suit de là que 

(45') ~ jM(w)<^(a:)dw 

(ü)) 


est une solution de l’équation associée : 

t}/ (w) = X ik (w, y) (t) dx. 

(Dy) 

On s’assure aisément que la fonction moyenne (45') est différente 
de zéro. 

Si pour chaque (w) on avait 

j M (w) Cf (x) dw = O 

(o.) 
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on a, les valeurs de u(tû) étant positives, 

I U ((o) <p (x) dit) — U (eu) 9 (x-) <u 

(u>) 

et, comme tt((u) est différent de zéro, dans chaque domaine (eu) il existe un 
point (æ,) tel que 

Comme la fonction 9 (æ) est continue et comme le domaine (lu) peut 
être pris aussi petit que l’on veut, il suit de là que dans chaque point (æ): 

<p(a:) = 0 

ce qui est contraire à l’hypothèse. 

La fonction 4 ' (w) est donc une fonction fondamentale de l’équation 
associée. Si fj(x) et 9,(3;) sont deux fonctions fondamentales, correspondantes 
aux différents nombres caractéristiques, (.1;) et 

'i'» H = J “ H ?* (^) 

(“) 

sont les fonctions fondamentales des équations intégrales associées, corres- 
pondantes aux différents nombres caratéristiques et on a 

(i>x) 

Mais on a, suivant le théorème du § 6 (2) 

J H Tl = J( f « (w) T» (*) ) Tl W = 

(»«) (I>x) (“) 

= r«(“)Ti(®)T»(*)<^“- 
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Nous avons donc le théorème: Les fonctions continues cpj(a;) et 9,(05), 
correspondantes aux différents nombres caractéristiques, sont orthogonales 
par rapport à tt(tü). 

Remarque. D’après une remarque dans le § 1, si le noyau k{x, x) est 
fini, chaque fonction fondamentale est continue. 

Il suit de là comme corollaire, que les nombres caractéristiques du 
noyau k{x, x) sont tous réels. 

Ën effet, si le nombre caractéristique était imaginaire, on aurait 


?i (a:) -+- ix) = {a -^U)Çk (x, x) (y) iff, (y)) dx 

{Dy) 

en supposant que 

X = a-*-U, ^(x) = (05) -+- i<p, (a:). 


Il suit de là que 

?i (;») — i'ft (^) =={a — bi) Çk (t, x) (9^ {y) — ^9, [y)) dx 

c est-à-dire que 9j(a:) — /9, (05) est une fonction fondamentale, correspondant 
au nombre caractéristique \ = a — U qui est différent de X. On a donc 

ju (w) (9j» (x) 9,» (»)) dü> -= O, 

(X>x) 

ce qui est impossible. 

Exemple. Appliquons les formules du § 3 au noyau 


k{x,x)=^^ u{x)L{x, y) dx, 
(^) 


dans lequel L{x, y) est continue et symétrique. Posons 


( 46 ) 




y^). • • • i(a?i, 

®n\_ 


yj 



. . . L{x„,yJ^ 
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• • • •'ml x) = i Z *"!- • • ' 

\.Vi, •••yml / \.Vl. •••'/,«/ 


jfcLiÿj J . . . J.g.) . . . ; ; : :*)«.. 

(®.,) («.,) 

D (X) = 1 — X ( U (Çj) L (^, , J rfq -♦- 

d 

(®..) (®.,) 


■ 


Si Xj est une racine de D(X), on a pour les fonctions fondamentales qui lui 
correspondent les expressions 


D 




D 


SI 


„(«) 


( 0 ) 

yi , 


A-l » * 


JO) 






(0) (0) («, (0) 
** 


.(0) JO) JO) JO) 


.(0) 

1 » 

ro) (0) m ( 0 ) (0) 

» * • ^5-1 > » ^s-hl » • * * 


est le premier mineur, qui ne s’annule pas pour } =\. Ayant posé 




D 

JD 


jO) 


10) 

,.(0) 
.7 J , 

J0> 


«0 ,/0) lOj 


JO) .JO) 

„<0) 


• • y,„ 


. .Tx'** 

m 

JO) JO) JO) 

JO) 

^.v—l ’ ’ /y-l 1 ’ 

•■■y.» 


on conclut, que les fonctions fondamentales de l’équation associée sont 
données par les formules 

'!'*(') = 4 J" 

(t) 
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A cause de la symétrie du déterminant (46) on voit aisément, que la fonc- 
tion peut être obtenue de la fonction (p,(a;)en échangeant les con- 
stantes (.>;/*>) et (y/®*), d’où il suit que la fonction (x) est une fonction 
linéaire des fonctions «p, (x). 

11 . On s’assure aisément, qu'aucun des noyaux itéi'és n’est égal à zéro. 
hJi l’on avait 


47) A^(t, a:) = 0 

on aurait aussi 

K-^i *) = ( *» e)k(^,x)dl = 0. 

On peut, donc, supposer qu’à cause de 

Kl (“f» J K+ï h-i (^> = j K (''. K 

(D,) lüg) 

on a 

( 48 ) J M (lü) ( t, x) d(u = ^ J m ( ûi) ( l’ (x, z) ( 5 , x) d!^^dM = 
H H (i>«) 

= J K*! ('^> ■*) ( i J “ H K~i (^> ®) doi'jd'^ — 

(2>,) H 

— J (''> ( l' J (^) K-i (“> -?) = I « (5) *1+1 (t, ^) *j_, («, fl) 

W (5) (Z>,) 

De même 

(dS*) Jm fw) (t, x)diü=Ju(^) kf (t, ^:) *, (o), z) d^. 

Si l’on suppose que 

on trouve que pour tous les (v) et (<d) 

fu(^)ki(x,z)kj(ù},z)d^==0, 

(D,) 
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d!où il sait, si l’on identifie (ou) et (t), 

j M (5) (T, = 0, (-, ^) = 0. 

^D^) 

Il suit de là que ni le noyau â;,j (t, >.) ni le noyau k^i_^ (t, X) ne peut 
être le premier noyau se réduisant à zéro. 

En revenant maintenant à la démonstration de la troisième assertion 
énoncée dans le § 10, remarquons d’abord que la formule (48') conduit 
à l’égalité 

^ (w) = J M (5) A/ (w, z) 

H ^ (D,) 

Supposons que la série 


(50) k (t, x) -+- XAj (t, o") X* Ag (t, i’) -h • • • -+- X” A„ ('t, æ) h 

est uniformément convergente pour toutes les valeurs de X. La séi’ie 

X, X* k^ (t, ic) 1-- X* k^i (t, æ) h , 

qu’on obtient en substituant dans la série (50) — X à la place de X et en 
faisant la soustraction, est de même convergente pour toutes les valeurs de X. 
Il est de même avec la série 


(51) 


j «((u)A-g(T,x:) 
(<!>) 


(l(ti ■ 


(ü)) 

et avec la série 


•X* j w(w)A:^(t, æ) deu-H ••• -i-X* j « (lu) Agj (t, a:) dw 

(ù)) (<i>) 


(51') lAg-HX*CrgH HX'tAgj-H-.-, 

OÙ 

= ( J« (‘'») (''» 

H 


( 52 ) 
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En appliquant maintenant l’inégalité de Schwarz, établie dans le 
§ 4 (2), à la fonction (48) on trouve 


(X) (oi) 

c’est-à-dire, d’après (49), 


d’où il suit 


U» O, 


U. 




U. 


* 1-1 > 




Le quotient étant croissant, la série (51') ne peut pas être con- 

vergente pour toutes les valeurs de X. 

12. Supposons maintenant que le noyau k (t, cc) est fini. 

Comme la somme de la série (50) est égale dans ce cas à la résolvante 




et comme son rayon de convergence est infini, si D (X) n’a pas de racines, 
on obtient le théorème: si le noyau h (x, x) répond à la condition (C), étant 
fini, il existe au moins un nombre caractéristique. 

Supposons que X^ est une racine de D (X) et que l’ordre de cette racine 
est n. Nous démontrerons, que \ est un pôle ordinaire de la résolvante 
et qu’à X^. correspondent n fonctions fondamentales linéairement indépen- 
dantes. 

En supposant que l’ordre du pôle X^ de la résolvante est supérieur 
à l’unité, on a dans le voisinage de X^ 

» ?o(®)=*=0, X >1. 

En substituant cette valeur dans l’équation (18) on obtient 

To(^) = \ f*(5,a:)<p,(«)df 

t®,) 

Tl (*) = \ f A (5, x) (fj (if) (f? r k (5, x) (if) dÇ. 

(D,) iDt) 


( 63 ) 
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On en déduit, en multipliant la seconde équation par 9,(0;) et en l’inté- 
grant, que 

I « (‘>^) ?0 (*) ?1 (^) = '•'O f “ ?o (^) ( I 

wi) ( 4 ) (Dt) 

-*-j « (w)'?o ( J * (5. ?o (^) dl^duj = 

(Dx) (!>*) 

= ^oJ ?i(^) ( f 
(J^^) ( 4 ). 

?o (^) ( J T« i J “ •'■) dü>^dü}^d!^ = 

(Dt) (Vx) H 

= \ / <Pi W ( J ?o (*) (-^J w(“) ^ -^- 

(i>£) (»*) H 

-*-f To(«) (J ?o(^) d' J (iw)dü)) dH =^-- 

(Ift) (I>x) (“) 

= \ J ?i(^) ( f ?«(^) (I f d^)d^) ^ 

(/g (Dx) (5) 

-+-J To(^)(J ?o(^)(^ j M(5)A:(aj,7)dï)d(o)dE = 

(D^) (»a;) (Ô 


= ^'0 J 1?1 ( J / “ { f ^ da> J d^ ) df -4- 

(D^) (;) (4) 



(i>£) a) r 4 ) (î‘) 

= J « (5) 9 , (^) 9 ^ (z) d$ -H i J U (5) 9 ,* (Z) dH, 
(!>,) (%) 

d’où il suit 

ce qui est contre l’hypotbèse. 
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Nous obtenons ainsi, que \ est une racine d’ordre n — 1 de la fonction 


(54) 


Comme on a 






[»■ 

mt la fonction 


1)\ 

[•^1. 

...x„ 


Ui, 

• • • *^ni 

Vv-Vm 

'^’l » • • • ^1» 

h) 

dxi . . . 


est une racine de (54) ayant un ordre ne surpassant pas n — m. 

Pour démontrer que cet ordre est égal à n — m, supposons, que 
l’assertion, qui est exacte pour »» = 1, est démontrée pour les mineurs 
d’ordre moindre que m, et divisons les deux parties de l’égalité (17) 
par (X). 

Suivant la supposition, les termes en partie droite de l’égalité, qui sont 
hors de l’intégrale, donnent après cette division les fonctions holomorphes 
dans le voisinage de X,. 

Si l’on suppose, que dans le voisinage de X^ la fonction dans la partie 
gauche de l'égalité a la forme 


yo(^) . ?i(^) 

(X-Xo)*-’ 


•. ?o(^) + 0, /c> 1, 


on obtient de nouveau les équations (53) et on en conclut, que 'p (a;,) = O, 
ce qui est contre l’hypothèse. 

Nous obtenons donc le théorème: si le noyau h (t, x) répond à la condi- 
tion (C) et est fini et si X^ est une racine d’ordre n de son détérminant 
de Fredholm jD(X), le mineur d’ordre m a X, pour racine d’ordre n — m. 

Comme corollaire nous avons: à la racine X^ d’ordre n du détérmi- 
nant D (X) correspondent n fonctions fondamentales linéairement indépen- 
dantes. 

13 . Soit k {z, x) un noyau, répondant à la condition (C), mais non fini. 
Supposons qu'un noyau itéré k^('., r) est fini. 
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En appliquant les théorèmes du § 12 à l'équatidii 


(5 5 ) cp (rr) = X”' j ifc,„ (-, ;//) 9 (//) d-, h- /■(.>•), 

(Dy) 

on voit que tous ses nombres caractéristiques sont réels, qu’il existe un 
nombre caractéristique au moins et qu'on peut former ses fonctions fonda- 
mentales et compter leur nombre ayant égard à l’ordre de multiplicité des 
racines de la fonction D(Xj, qui lui correspond. 

Si 9(0*) est une fonction fondamentale continue de l’équation (2) 



correspondante au nombre caractéristique 9 (.< ) est la fonction fonda- 
mentale de l’équation (55), correspondante au nombre caractéristique X^"‘. 

Il suit des considérations du § 10, que X^ est réel; seulement l’existence 
de X„ et de la fonction 9 (j-) n’y était pas encore démontrée. 

Nous démontrerons maintenant, que chaque fonction fondamentale 
de l’équation (56) est une fonction fondamentale de l'équation (2) et (|ue, 
si elle correspond au nombre caractéristique X,,’" de l'équaliou (55), X„ étant 
réel, le nombre caractéristique de l’équation (2), qui lui correspond, est 
égale à X,, si »? est impair, et à un des nombres — X^, si »t est |)air. 

Supposons, qu’on a 


Si l’on a 


9(x) = X/‘ I A„, (T, ar) 9 («/)(/-. 
(Dy) 


9 (•'■) == ^0 ( (^. ^') 9 -+■ 

on trouve par te procédé d’itération 


9 (iP) = w (>) ^0 J Oy) 


e- 


(Ov) 


V I A-*(-r,;>)(ü(v/)?/T-i I-X,,'" * I A„,_j(-, J ) w (//)?/- -»- 

(/>V) 

V” j 


(Dy) 
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Il suit de là que la fonction io(a;) satisfait à l’équation 

(56) (0 (x) l' A: (-T, x) (0 (y) dz 

(Dy) 

K ('f . a;) w (y) (ix -I H J A:„_j (t, x) iü{y)d'z = 0. 

(Dy) t^ÿ) 

En mettant dans (56) 3 /, ^ et ^ à la place de x, t et y, en multipliant 
le résultat par k (t, x) et en l’intégrant, on trouve, en restituant les 
lettres x et y, 

(56') l' A- (t, x) u) (y) dx -+- 

(»v) 

-+- Xo J A:, (t, x) u> (y) dx -4 1 - X,»»-i J k^ {x, x) ùi(y)dx — 0. 

{Dy) ' (Dy) 

La comparaison des égalités (56) et (56') nous donne 

w (a^) = V f K (?/) 

d’où il suit que b»{x) est une fonction fondamentale de l’équation (55), cor- 
respondante au nombre caractéristique X’”g. 

Supposons, que 

(57) <f^(x), cp,(a:), . . . <p*(a:) 

sont les fonctions fondamentales de l’équation (^ 55 ) correspondantes an nombre 
caractéristique X^’". 

Supposons, que les fonctions (57) forment un ensemble normé et ortho- 
gonal par rapport à n (w), c’est-à-dire qu’on a 

rM(w)(p.(a:)(f^(a:)dw = 7i,.j, \j = 0, si i^j, 1. 

(At) 

Supposons qu’on a 


l=k 
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Eu multipliant (58) par u((ü) et en l’intégrant, on trouve 


(59) <p,(w) 

eu désignant par 



la fonction fondamentale de l’équation associée. 
En effet on a 


i J (/ <p,(y) (ij u{ut)k{':,x)diü'j 

(»<) r-D-», (Oy) (“) 

= j ?. (y) ( 7 J w W * (w, 1 /) dT ) dx == J U (x) k (w, y) <p,. (y) dx 

(Dy) '(T) (üy) 

= rA(w,3^)<Pi('c)dx. 

(®y) 

En multipliant (58) par et en l’intégrant, on trouve 


/=i 


1=1- 


i-i 


Ee efifet, on a suivant (59): 

Afl J U (w) (®) ^ J É (x, x) cp,. (f/) dx ^ dw = 

= >^0/ ?.(?')(/ A('c,a:)M(w)<p,(a;)dw)dx = 

(Dy) (Dq.) 

= \ J T.' (î') ( J* — 

(I>y) (»*) 
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£n prenant à la place des fonctions (57) leurs combinaisons linéaires, 
on peut transformer les équations (58) en plusieurs groupes d’équations de 
la forme 

(60) . (rr) = )„ J A- (t, x) <j;,. (ÿ) d-z -+■ l,.,,! (x) w,. <}/,. (x) 

(T>x) 

ü), , . . . étant les différenles racines de l’équation 



Cü, CTg'’', 

a 


U), . . 



«/>, . . 



Comme on a 

» 3 ’ 

les racines de cette équation sont réelles. 

Prenons en premier lieu les premières équations de chaque groupe en 
posant w («) = w (aj). En substituant w(x) dans (56) on trouve 

(61) w <}/i(a:) [ 1 -e- (1 — Cü) H- (1 — w)* H 1- (1 — tü)’"~‘] = O, 

car si 

V j K x)(a(y)dx — bi(l — iù)* <|;i(a;), 

(Vy) 

on a 

f K>-i ('> ~ 

(2>y) 

= J A* (t, ^:) ( [ * (^, y) U) {y) rfT ) = 

= (1 — w) X/ j A;, (t, xr) w {z) dÇ. 

W 

Si m est impair, la seule racine réelle de l’équation (61) est égale 
à zéro. Dans ce cas on a 

'l'i (*) = ^0 f * <'*> 'K iy) 

(Dy) 
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Si m est pair, il y a encore une racine 

1 — o)~ — 1, w = 2; 

dans ce cas on a 

(Dy) (Dy) 

Supposons maintenant qu’on a 

ce qui est égal à pour m impair et qu’on peut changer en {k), 
si O) = 2, en mettant — \ à la place de pour m pair. Comme 

(d:X/rfr,(T,a:)|,_,(y)dT=- 

(4) 

==(d=X/J ( 

(Dy) 

(rt: X/-^ f h,_, (S, a:) [•!<,_, {0) - i± 1) <!/,_, (Z)] rff = 

= (=tX„r> 

~ {±\r ( 

ii>i) 

on trouve 

(± X,)* r k„ (T, X) (?/) d'x = (a?) — (rt 1) ( J ) (x) -+- 

(Vy) 

-+*(^1)*( 2 • 

La formule (56) conduit donc à IHdentité de la forme 


Hi-i — 1) (T ) ( 3 ) ^ 
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qui est évidemment impossible, les fonctions étant linéairement indépen- 
dantes. Il suit de là, que chaque groupe (60) contient seulement une équation 
et que le théorème est démontré. 

14 . Ayant en vue de donner quelques exemples, envisageons l’équa- 
tion au noyau 

dans lequel L{x,y) est symétrique. On peut donner à l’équation 


la forme 


? (a:) = / J (t, æ) 9 (y) dx -+- f {x) 

(Dy) 


( 62 ) çp (a) = lju('x)L (x, y) ç {y) dx -i- / (a;). 

(Dy) 

Supposons qu’on a 

» (■:) = Hi('t)-^-M,(T), 


la fonction moyenne «^(x) répondant à la condition (B). 
Supposons que pour l’équation 


9 (a:) = X I i<, (x) L (x, y) <p (2/) d-.-+-f (x) 

(Dy) 

nous connaissons le déterminant de Fredholm et le premier mineur. Désignons 
les respectivement par 

(63) 8(X)eto(^|x) 

et montrons, quel profit on peut tirer de cette connaisance pour la con- 
struction du détérminant de Fredholm et de ses mineurs 


(63') 

pour l’équation (62). 
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En se rappelant les formules du § 10, nous avons 




OÙ 

(64) 




D ("■!’• 

xl 

II 


\'/l. 

■Vm ! 

\?/li 

••• î/m-' 

j »(51) • • 

■ M ih) ■ 


■ • 


et 


(65) 


i L{x^, y^), . 

• • i(*i,yj 

/ 0^1, • • • ^n\ 

! 


\?/i. •••»«/ 





• • LK, y„) 


Supposons que les nombres t\, . . . i,, sont différents et ne 

surpassent pas n. En usant la symétrie de (65) par rapport auï couples {x ^ , i/,), 
posons 


!»>,' (V.> 




' * * 11 

llv • • • 


• • • ' 


• • • 


• • //m. 

. . . 

Zi^ j 


La formule (64) reçoit la forme: 



d{ 




\ 




■M-h 



1 ®Vî/i. • 

• V' 

1.2... A- *' 

(?/i, 

Comme on a 





« (^) • • • « ( 5 *) = («1 ( 5 i ) »% ( y ) • • • («1 ( 5 *) -+- ( 5 *)) = 

— £Mj( 5^ ) . . . W* (5,-^) Mj (5j- ) . . . Wj(Ç^^_^), 
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la sommation étant étendue à toutes les combinaisons possibles des nombres 

5 = 0, 5=1 , . . s = n, 

ou trouve 

= S j . . . I ( j . . . j u^Ç,j) . . . • 

(\) (\) (^' (4-,) 

= ï/. . ./..ft,, , . . -,(5.,) ■ < 

en désignant par la lettre c la fonction C correspondante au noyau, 
n^{iii)L{x,y). Comme le terme, qui est écrit dans (67) ne diffère pas de 

/• ■ 


on trouve que 


C’i 

* \?/: • • • y„, > 


^ 2 «I (fc - 5)1 J • • J ^ {y,... yZ . . . m) " 

11 suit de là que 


/r,., 


\.Vi • 

■’ÿm / 


-Wîiühé- ■ v-C:. . XX. :X 

= 2^7?*- r ■ : xxx^>- ■ 


(K) 
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et, enfin, que 


\Tl ... 




-2-# /■ ■ •/ ».(y ■ ■ ■ M:; • 




Ainsi, nous avons 












Dans le cas particulier d’une dimension, quand on a 

^6 6 oo 

J\(t) fiy) dT =J <p(y) fiÿ) dy H- 2 

rt r( 

en choisissant W 3 (t) fie manière qu’on ait (exemple 2 du § 1 (1)) 

b c« 

(68) I M, (t) f (y) dx = 2 “-t f^^k) » 

; k=i 
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nous obtenons, par exemple 


^ 69 ) 


OO 


D(a) = 




k=\ 


OO OO 


>* 

i72 


(«V “‘.jx)-... 

\ «A:. Qk / 

1 , Il 


— 1 





)=H:i>o-r 

fCl-l 


Si la somme dans (68) contient un nombre fini de termes, le nombre 
des termes dans (69) est également fini. 

Remarquons encore, qu on a 



15 . Pour donner un exemple, prenons le problème des «Belastete 
Integralgleichungen ».* 

Prenons l’exemple de M. Kneser, emprunté à «The Théorie of Sound» 
de Lord Rayleight.** Pour simplifier, posons, comme le fait M. Kneser, 
qu’une corde vibrante est attachée d’un côté et retenue par un poids de 
l’autre. Les équations qui régissent le mouvement dans ce cas sont les 
suivantes. 


* Kneier. Readiconti di Palermo, t. 37, 1914, «Belattete Integralgleichangeo.» 

Vol. 1, p. 200, ed. 1926. 
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Dans les points intérieurs 


sur l’extrémité fixe 


à*u(x,t) , d* «■ (x, I) 


sur l’extrémité avec poids 


m(cü, ^) = 0, 


31 iC ih, t) -4- c® « {b, t)— — T U J {b, t), 


où T est la torsion de la corde, M sa masse, c* un coefficient d’élasticité. 
De plus, dans le moment initial la forme de la corde est donnée : 


si < = 0 : U {X, ü) = i'’j (x), Uf' (x, 0) = (j'). 

Si l’on cherche à satisfairè au problème comme d’ordinaire par la 

série 

oo 

dans laquelle les fonctions (0 dépendent siulement du temps t et les 
fonctions Vj^(x) seulement de l’abscisse x, on trouve pour les fonctions 
les équations 

J/ a* 1\=0 

et pour les fonctions correspondantes aux équations 

(70) t/ (•»)-+- Pt* 

dans lesquelles les inconnues sont assujetties aux conditions 

(71) »;j(0) = 0, v,'ib)-*-ip-qp,>)v,ib) = 0, p = ^ , 3 = ^*- 

P^n cherchant la règle, qu’on peut substituer dans ce cas à la place 
d’orthogonalité de la suite des fonctions i^;t.(^), on trouve sans peine 

b 

(7 2) J (x) Vj^ {x) dx -+■ q {b) (ù) = 0, m « . 

0 
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Introduisons la fonction moyenne ii (w) des intervalles (a, P) : 

ou (tü) est l’intervalle (a, p) et 

jt (cü) = 0, si P < 6, M>(w) = ^) si ^ = 6. 

En se rappelant l’exemple 2 du § 1 (1), on voit que l’égalité (72) a la 
b 

ju((a)v^(x)v^{x)d(^ = 0. 


forme 

(72') 


Cherchons la solution de l’équation 

V" = 0 


assujettie aux conditions ordinaires 

(73) (0) = 0, v^' (b) -i-pv^ (b) = 0. 


La fonction de Green k (x, y) répondante à ces conditions est 


a:[l-+-^j(6 — y)] ^ 

1 - 1 - 


si ^ > y. 


Les fonctions fondamentales de l’équation 

h 

(74) 9 (») = X J M (-:) fc (X, y) ^ {y) d--i-f {x) 

O 

répondent à la condition (72'). Il s’agit maintenant de s'assurer qu’elles 
répondent aux conditions (71). Il suit de l’égalité 

b 

= Pi* J ui'v)kix,y)v^{y)d'! = 

O 

h 

■= Pi* J* (*. y) v* (y) Pjfc* (*, b) wj (b), 

U 
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qu’on a 

h 

= Pk J ( V(*> ÿ) (®« y)) (ÿ) Pk ï (**'(^> h) -k-pk (x, b)) (b ) ; 

0 

comme pour chaque ^ on a 

K'M-*-pf^(b>y)=o, 
il suit de là en premier lieu, que 

V (^) -*-P^k (^) = Pk 2 { V {b — 0,b)-*-k(b — 0, 6)) (b) 

et une 

kJ{b,b — 0)-i~pk{b,b — 0) = 0 

on 

kj(b -*-0,b)-*- pkib O, fc) = 0. 

Or on a 

K' (y ^^y)—K'(y—^>y) = — i; 

il suit de là que 

iK' (y y) -+-P^(y-*- O, y)) — {kj (y — 0,y)-*- pk {y — 0, y)) = — 1 
et que, en limite, 

(V (6 0, 6) (6 -H 0, b)) — (kj (b-~0,b) -t-pk(b — 0,b)) — 

= — K' (6 — 0,6) -+-!)* (6 — 0,6)) = — 1. 

On en conclut, que 

Vk (b) -^p^k (*») = Pk y^k H 
ce qui était à démontrer. 

En cherchant la résolvante .y (x, y, p) de l’équation 

h 

^{ic) = çi*jk(x,y)^(i/)dy-*-f (x) 

0 
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qui est égale à la fonction de Green de l’équation 

P* V = 0 

assujettie aux conditions (73), on trouve sans peine 

Yfa; y ^ si” P^rp C08 P (6 - y) -t-p sin p (1— y)] 

si 

x<y, = 

En posant X = p* et 

8(X) = q>(p), = 

et en cherchant le détérminant de Fredholm suivant la formule 


= — JV (x, X, p) dx, ? (0) = 1 


on trouve sans peine 


5(X) = 


p C 08 (fb) -+-p sin (fh) 
P 


d’où suit qu’on a 

JJ / a: I , \ sin p a; [p cos p (& — y) -t- j> sin p (1> — y)] 

^Vyr/ P* 

S(®|p»W8(^|p*V 


L’application des formules du § 14 donne maintenant 

b 

I>(P*) = S(p*)-?*Ju;(T)8(j|x)dt = 8(p*)-gp*8|^|x) = 

O 

^ p cos W-H i>8in (p6) _ , _ p cos (p&) -^(p — gp^) sin (p6 ) ^ 

P P p 




h:I4 

»(>•)■ H^k) 


:8(p») = 


sin (pa;) [p cos p (!< — y) j) sin p (b — y)] 


q sin pa: sin p (6 — y), si x <y- 
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Il suit de là que les nombres caractéristiques de l’équation (74) sont 
donnée par l’équation 

er qf—p 

et qu’au nombre correspond une fonction fondamentale {x) égale à 

csinp^a;, 

où c est définie par l’équation 


c* J* U (lü) sin® p^ a; d(ü = 1 , 


c’est-à-dire où 




Pour trouver la fonction u (*, t) il reste encore à développer les fonc- 
tions Fj (æ), (z) en séries suivant les fonctions (x). Nous traiterons la 

théorie de dévéloppeinent pareil dans le chapitre suivant. 


CHAPITRE 4 

Sur les développements suivant les fonctions fondamentales 

1. Nous supposerons toujours, que le noyau x) répond aux condi- 
tions: 

A) 1) la fonction k (t, x) est une fonction continue de (x) pour chaque 
choix du domaine (t), 2) la home totale de la fonction moyenne k (x, x) est 
bornée comme fonction de (x)', 

C) pour chaque choix des domaines (w) et (x) on a 

(1) J" w(w)A:(x, x)d<a = J* m(x)A:(w, ÿ)d'z, 

(<“) W 

m(ü)) étant une fonction moyenne à variation bornée, qui est toujours 
positive. 
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Rappelons que le noyau )t(T, x) est dit fini, s’il répond aux deux 
conditions: 

a) pour chaque choix du point {x) on a 

(2) 14(T,i)|<r.(^). 

Fj!-:) étant une fonction moyenne additive et à variation bornée, 

jî) à cha(iue nombre positif t correspond un nombre p tel que, les 
points {x') et (x") appartenant à une môme sphère du rayon p, on a 

\k (t, xf\ — k (t, x"')\ < E Fj ( t), 

F, (':) étant une fonction moyenne additive et à variation bornée, 
ou aux conditions un peu plus générales du § 15 (2). Dans ce dernier 
cas, cependant, nous supposerons que u (w) est absolument continue dans un 
domaine (8^) contenant l’ensemble (JS). 

Nous dirons, que le noyau Æ(t, x ) satisfait à la condition (D), si l’on a 

(3) r M (w) (t, x ) doj < 6'® (t). 

(oi) 

La condition (D) est satisfaite si le noyau k(z,x) étant fini, on a 

(4) F^(T)<aw('r), 

« étant un nombre déterminé. Si l’inégalité (4) a lieu, nous dirons que la 
condition (D) est strictement satisfaite. 

Si le noyau k (z, x) répond à la condition (D), les noyaux itérés répon- 
dent strictement à cette condition. En effet, on a 


(5) — I u(u))kg(z, x)dw — f u(^)k(z, 0)k(ui, 2)d^ 

“(«O) (!>*) 

en désignant par (5) les domaines des points (^), d’où suit 

j-i J j<(w) ir)(fu)j* <J M(E)fc*(T, ü)d^ • 
(<») W 

r U (5) A;* (ü), 2() dÇ < C* M* (t) m* (tü) 

(-D,) 
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et 


(<o) 


< C*M('r)M(w). 


En supposant que le domaine (cd) contient le point donné {x) et en 
faisant tendre (w) vers zéro, on trouve 


et 


J M (u) fcj (t, x) âlù 

limJïi =|„aüWMli£3, 


w(o)) 


w((o) 


a?) 


k,(x, x) < 


Pour les noyaux x), on démontre cette égalité pas à pas en usant 
l’égalité (5) généralisée; 

J" M (w) kl (t, æ) dü) = J" m (5) k{'ï,e) ki_^ (eu, z) dK, 

qu’on obtient facilement en remarquant que 

J U (^) k (w, z) ki_^ {x,z)â:i, = U (Ç) k (b), z)dr''j k,_^ (t, z)d^=r. 

{l>z) W (C) 

= J (-^ Jw (w) ) */_l (^) ‘!)^ = 

(J5*) (“) 

= -^ J M (w) ( jk (Ç, x) A-J_j (t, d? ) du). 

H m 

Inversement, si le noyau k^ (-t, x) répond strictement à la condition (D), 
le noyau k (t, x) répond à la condition (D). On a, en effet, dans ce cas 

j U (^)k (t, z) k (w, «) dd < C'u (u>) M (t), 

m 

d’où on obtient l’inégalité (3) en faisant (w) = (-t). 
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En envisageant un noyau k (v, a?), répondant aux conditions (A) et (C) 
qui n’est pas fini, nous supposerons toujours qu’un de ses noyaux itérés 
est fini. 

2 . Si le noyau k (t, x) répond aux conditions (A) et (C) et si un de 
ses noyaux itérés est fini, on peut trouver une suite des nombres caractéri- 
stiques 

(fi) ^1» • • l^nl = l^n+ll 


tels, que pour chacun d’entre eux l’équation 

(7) (x) = \fk (t, x) cpj 0/) dx 

(4) 

ait des solutions. 

La suite (6) contient au moins un nombre; tous les nombres (6) sont 
réels. En choisissant convenablement les solutions des équations (7) on peut 
faire correspondre à la suite des nombres caractéristiques (6) la suite des 
fonctions fondamentales, 

(8) 9 j(a;), <p,(a:),. . .,(p„(a;). . . 

qui est normale et orthogonale, c’est-à-dire répond aux conditions 


( 9 ) 

et 



M (cü) (x) <p^ (x) dio — 0, si « =f= m 


j U (w) dw = 1 . 

m 


Les fonctions moyennes de la suite 


(8') fiC'c), 

on a 

(10) ?„(t) = J w(t) 

W 
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forment les solutions de l’équation associée à l’équation (7); 

(7') (t) = Xj r (t, x) <Pj (w) d(0. 

(jÙ 

3. Supposons que le noyau A;(t, x) répond seulement aux conditions (Â) 
et (C). Soit donnée une fonction continue f{x). Formons la série de Fourier 
qui lui correspond 

/•(æ) - q 9 , (a:) H *-c„%ix)-i---- 

en posant 

Cj= rît(ü))/'(rr)9j(a:)dw 
(Dt) 

Comme on a 

P kr=n -i8 

[«H d(ü>0 

(4) L J 

on démontre comme d’ordinaire, que 
k—n 

'^c,^<juiio)rix)dio<A^v(DJD^ 
k=l (D^) 

A étant la borne supérieure de la fonction |/'( 2 ’)|. 

L’inégalité de Bessel étant ainsi démontrée, on voit-que la série 

»-Ca*h 

est toujours convergente. 

Si l’on applique celà au noyau A*('r, x), on trouve 

= J “ (“) ^ (^> ?* (^) «iw = J A (t, x ) (a>) dw = • 

(-»*) 

Ainsi la série 

Îî!(z) ^ 9±M h H -♦-••• 

V V V 


( 11 ) 
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est toujours convergente et on peut écrire 


(110 

si 


^ V ^ ’ 


fc=n 


n>N^ 


étant un nombre dépendant de(T). On a, de plus, pour chaque valeur don: 


( 12 ) 


fc=n 


■■ (Dx) 

Envisageons maintenant la série 




( 13 ) 


On trouve 


•V ?fc(“) ni-^) 

fc=i * 


k=in h=m h=m 

rîitMlitWi 1 ^ V (‘■>) . v 

là J ^ Xjt» ^ Xfc» 

fc=n * y fc=n * Jfc=n * 


d’où il suit qu’on a 
|fc=m 


2?4M^ <\/fM(v)fe«(to, 2 /)dt.£, n>N„ 

k=n (By) 

étant un nombre dépendant de (v). Si k (t, x) est âni, on a 

\k=m 




h=n 


V 


<V^F,(cü)£, n^N,. 


On pent conclure de là que si le noyau 4 ;(t, x) est fini, la série 
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qui est absolument couvergente, converge uniformément comme fonction 
de (w) (si (t) a une valeur donnée) et comme fonction de t (si (w) a une 
valeur donnée). 

Pour s’assurer, il suffit de démontrer le lemme suivant; 

Lemme. Étant donnée la série 

(14) Ciî;,(a))H-Cj,î;,(w)H ■ 

où les fonctions moyennes sont additives et ù variation bornée, si 


l’on a 

k^m 

(15) 



h=n 

pour 



«>i^, 


le nombre N étant indépendant de (w) et V (w) une fonction additive et à 
variation bornée, la série est uniformément convergente. 

En efi'et, en introduisant le terme complémentaire de la série (14) 

oo 

fc=n 

on trouve, en faisant dans (1 5) m tendre vers l’infini, que 
pour 

n^N. 

Si (taJj), (w,), . . . (w,) sont les portions de (w), on a 

2 

t=l *=1 

On conclut de là que, iî„(w)a) étant la variation totale de r„(to), 
7«„(co)(o<£F(ü,)a,<a,F(i)^)D^ 

pour 

n^N, 
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d’où soit, suivant la définition du § 5 (2), la convergence uniforme de la 
série (14). 

4 . Si on suppose que le noyau k (t, x) répond à la condition (D) on 
trouve 

(12') 

ifc=i * 

Or^ quelque soit le point (y), si le domaine (t) le contenant tend vers 
zéro, on a 

(t) O, Um ^ = lim = lim 9 * (y') = (p* (y), 

le point (y') étant situé dans (t); en effet, les valeurs de m(t) étant posi- 
tives,. on peut appliquer a l’intégrale le théorème 5 du § 4 (2). 

A cause de celà l’inégalité ( 12 ') nous conduit à l’inégalité 


( 12,0 

qui montre que la série 


S 


V V 

est convergente et qu’on peut écrire 

1c=m 

(17) 
si 


91* (^) . y«* ..... y fc*(^) ■ , 

U 




h=n 




étant un nombre dépendant de (æ). 

Remarquons que des inégalités (12) et (12/) on conclut, entre autres, 


que 


'9k(y) 


<C, 


yifc(^) 


<G. 


I ’K l I "K I 

En continuant de supposer, que le noyau répond à la condition (D), 
isageons la série 

2 °° îkMlàSÉ. 


envisageons la série 
(18) 
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On trouve 


(19) lyfc(^)l l?)fc(y)i y ^ 

*• / * ifc=n 


En utilisant les inégalités (12^') et (17), on trouve 


(19') 

h=m 

k=n 

si 



La série (18) est donc absolument et uniformément convergente comme 
fonction de (y) (le point (x) étant donné) et à cause de la symétrie, comme 
fonction de (x) (le point (y) étant donné). 

Il suit de l’inégalité (19') qu’on a 


si 


h=in 

fc=n 


n>N^ 


La dernière inégalité montre que la série 


(18') 


V 

h=l 


est uniformément et absolument convergente, comme fonction de (t) et que 
sa somme est égale à 

-J î<(T)X(a;,y)dT, 

W 

L{x,y) étant la somme de la série (18). En utilisant l’inégalité (11') on 
obtient 



lîtMJiàWlV 

J 


k=m 


<2 

h=n 


X,.* ^ Xt* 
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si 


la série (18') est uniformément convergente comme fonction de (.r) (le 
domaine (t) étant donné). 

5. Théorème. Si la fonction moyenne l (t, x) est finie et répond à la 
Condition (C), l’intégrale 


(»*) (Dy) 


n’est pas négative. 

Supposons, en premier lieu, que la fonction l{x, x) vérifie les condi- 
tions du § 14 (2). On a 


k=n 

J?(T,æ)Z(w,i/)dT== 2 J = 

(Dy) (Tfc) 

k=^n 

= 2 (■'i ’ !'»') - - 

k=l 


(t, x) et ij(T, æ) étant les parties positive et négative de i (t, x) pour la 
position choisie de (x) et les points (ÿjj.') et (^j") étant situés dans (t^), mais 
ayant une position dépendant éventuellement du choix de (w) et de (x). 

Or, si les domaines (t^) peuvent être enfermés dans les sphères (p), on a 

2/*') — 2/*)l < t^ïCw). Vk) — yùl < 

le point (ÿjj) étant choisi arbitrairement dans (t;;.). Il suit de là, que 

Ihi'^k^ a;)(2(w, y^') — /(tü, — *)(U‘». ÿt") — ^(w, yk))\'^k < 

et que 

k=:m 

J i(T, a:)i(w,ï/)dT = 2/('Cj æ)i(w,î^jt)Tj-+-ôeF,(ü))F^(Dy)2)y,ie|<l. 

(Dy) 


Ç l{n:,x)l{oi,y)di: 

(4) 


La fonction 
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est finie comme fonction de (x) et de (u). En effet on a 
IJ f ( T , ÿ)<h\ < J F , ( T ) V,(i0)dz < F,H 

(Vy) (Vy) 

r [l (t, a;') — l (z, x")) l(w, y) dz < 

(K) 

< ^ f < ^X(ü,) F,(Dy)Dj,. 

(®y) 

On a donc, si les (w^ sont suffisamment petits : 


r( ri(T, a:)f(ü),«/)dT) 

(-»«;) (I>y) 


d(x) = 


l-=n 

=2 i^ii < 1- 

(By) 


Il suit de là, que 


If \l{z,x)l (cü, y) dz\dü> — 

(B^) (By) 

l=^n k~m 

1 (t;^, Æj) 1 (w J , y^ wj -+- £ -H Oj £ Fl (Dy) Fj (D^) 

1=1 fc=i 



B étant un nombre détérminé et les points {x^ étant choisis arbitrairement 
dans (wj), les points (ÿj) — dans 

L’inégalité (20) subsisté, quand la fonction J(t, x) est définie par les 
conditions du § 15 (2). 

Ayant choisi un nombre £, enfermons l’ensemble (E) dans le domaine 
(8 ), tel qu’on ait 

V,{ly)ly<t. 
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En décomposant les domaines (Z)^) et (Dy) eu domaines (wj) et (tj), 
décomposons séparément les domaines (D^ — S^), (D^ — 8^) et (8^^), (8^). 

En établissant les inégalités préliminaires il faut maintenant distinguer 
deux cas. 

Si (w) appartient à {D^ — 8^) on a 

et 

k—m 

(2>v) 

10|<1. 

Si (co) appartient à (8^) on a 

I K i'^k ’ (‘^> Vk) ^ yù) '*) yk) ^ y*)) I "'k 

<2 F, (a,) (O F, (T,) T, 
et 

k=m 

( l{-, x)l{^ü,y)d■x=^ 2^(''*>*)^K2'*)"/fc'^20F,(cü)(üFi(Z)y)Dy. 
(Dy) 

La fonction 

(A/) 

étant finie, répond aux conditions du § 14 (2). En effet, quelque soit ((o) 

I J (l (t, ic') — l (T, X-")) l{ui,y)(h < j J ('î> 'A — i ('î; ^ (w, y) d-C -H 

(i>y) 

H- J (i(T, a/)-Z(T, 2/)<iT|< ^iHeF,<«>(2)y-8y)(Dy-8p-4- 

(M 

H-2F,(a>)F,(8j,)8y<eaF,(u)), 

a étant un nombre déterminé. 
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On conclut de tout cela, que 


(7 r?(T,a.)^(a),2/)dT)d<o= r ( r/(T,:i);((u,ÿ)dT)da)-4- 

(Dy) 

hin b^m 


(®a:) (^y) 


l=l fe=l 


.e£F,'*>(B.- 8 .)(B» - y y, -H 20 r.(S,)S, r,(D^)D^, 


ce qui conduit à l’égalité (20). 

Passons maintenant à la démonstration du théorème. La condition (C) 
étant satisfaite, on a 


(") 


u((ü)l(r, a:) dû) 


~j'u('v)l(<ü,y)dx 

(^) 


et les valeurs m(cd) étant positives, on a 


(21) 

les points {xj^ j) et j) étant respectivement dans (wj) et (tj^), ayant éven- 
tuellement les positions dépendantes des (tj) et (wj). 

En nous servant de (21), posons 

®fe»{) VbÙ rp 

«(T;fc) — «(«,) 

^k,Ù~ ^(“> yi,k)— ^l,k^i^l)- 

L’égalité (20) prend la forme 

trn ’k=m 

J ( J 3;)^(w, y)dT)rfü> = 2 2 

(IJ®) (-Dy) *=• 

d’où suit que l’intégrale considérée ne peut pas être négative. 

Si nous supposons maintenant, que le noyau k ( t , x) est fini et répond 
à la condition (C), la fonction 

i(T. = 
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satisfait aux conditions du théorème; on a, en effet, 


k—n 

I ; (t, a;)| < \k (t, a;)| h- ^ 1 9k Wl < ('') 

A étant le maximum de |<f;t(a:)| pour k— 1, 2, ... n et asurpassant la somme 


k=m 




J^X 


de même, les fonctions étant continues, on a, pour les points d’une 

sphère suffisamment petite 

— Z (t, a^') I < t Fj ( t) atAu (t) 

ou, si k{':,x) répond aux conditions du § 15 (2) et (-:) appartient ù 

iDy — %), 

1 1 (t, x') — l (t, x") ] <; e (t) atAu (t), 

m(t) étant absolument continue, quand (t) appartient à (S). 

Comme 


0:< J' jl(^,x)l((xi,y)d'zdb} = 

[ Dx )( I > y ) 

k=n k~n 




k=l 




n 

= J' Jk{x,x)k{iü,y)dü)d't — ^ ^ J'Â:('c,a;)9;[.((io)rfcü^(iT ■ 

{Da,)(Dy) k=l m..\ * m_\ 


k=n 


(Dy) 


( Dec ) 


2 

(Da,) {Dy) 


k=n U^n 

k=l 1=1 (2)^) (X)y) 


k=n 


= j jk{x,x)k{iü,y)d(adx—'^:^ 

( Dcc )( Dy ) ’ ' * 


kml 
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on voit, que 





d’où suit que la série 

( 22 ) 



1 

V 


est convergente pour chaque noyau répondant à la condition (C) sous la 
seule condition qu’il soit fini. 

Il suit de là que pour les noyaux qui sont finis, les séries 


(23) 



l>d 


sont absolument et uniformément convergentes comme fonctions de (w) 
et de (t). 

On a, en effet, pour ^ = 3 d’après (12) 



< I m((ü)â:*(t, a:)(f(«)J' x)d'z- ^ < 

(BX) (By) 

<F,»(T)F.*((o)M»(Z)JZ),*e*, 


n>N, 

•f 

N étant un nombre, indépendant de (to) et de (t) et tel que 
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On a donc 


pour 


k-=m 


2 

h'=.n 






n:>N 


et on achève la démonstration en appliquant le lemme du § 3. 
Si le noyau â (t, x) répond à la condition (D), chaque série 


(24) 


jfc=l 


est absolument et uniformément convergente comme fonction de (x) et de (y). 
n suit de là, que chaque série 


(25) i>3 

fc=l 

est absolument et uniformément convergente comme fonction de (a;) et de (t) 
et que sa somme est égale à 


(25') 


^ju('i:)Lj{x,y)d^ 


Li étant la somme de la série (24). 
De l’inégalité 

k—m 

si 


n>N, 


où le nombre N est 
l’inégalité 


indépendant de (*) et de (y), on obtient évidemment 


k^=m 


2 

l=n 


l'P/t(^)l l?*r('f)l 


<£«(-:), 


si 


n>N. 



SUR LES DÉVELOPPEMENTS SUIVANT LES PONCTIONS FONDAMENTALES 163 


6 . Nous avons démontré dans le § 9 (3), que si le noyau k (t, x) 
répond à la condition (C), tous les noyaux itérés Aj (t, x) répondent aussi à 
cette condition. 

Lemme. Si le noyau itéré (t, x) est fini, tous les noyaux A, (t, x), 
où s^2m, le sont aussi. 

Si l’on a pour les points d’une sphère (p); 

a')! < nW. ^')\ < 

OU 

on a en premier lieu 
<26) 

En effet, comme 

('> ^)= ( K ■^) ^ ^ - 

on a 

B étant un nombre surpassant la borne totale de k (t, x). En répétant ce 
raisonnement on démontre pas à pas l’inégalité (26). 

En second lieu si s > 2W, on a 




et 




f (Av„ (5, ^') - X")) 

(i>,) 


< 


OU 


l^(T. (T. <|f s) {J„(Ç, »^)-î„(5. 




"j J (-'. «) p-„ ( 5 . - *•„ ( 5 , ■ü 


< 


< F,(T)eF.<5>(2),-8){2),-2)H- 6;_„„ F,(t)2F,(S)5 < BiV.ix). 

Il* 
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Théorème. Si la série 

OO 

(25) VîiM^ 

St * 

est absolument et uniformément convergente comme fonction de (x) (le 
domaine (v) étant donné) et comme fonction de (t) (le point (x) étant donné) 
et si un des noyaux’ itérés A:^(v, x) répond à la condition (D), on a 


(27) 2.(.,.)=|;a^ 

i=l * k=i * 


s> 


Addition. Si la somme (25) contient un nombre limité de termes, 
l’assertion du théorème subsiste, si un des noyaux itérés (v, a;) est fini; 
dans ce cas, cependant, tous les noyaux itérés à partir d’un d’entre eux 
répondent à la condition (D). 

Posons 

OO 

(28) k, (T, a:) = 2 -H B (t, x). 

Le noyau B (t, x) répond à la condition (C). En effet, on a 

I M ((ü)i? (t, x ) rfw = 

(<») 

= l juii.) X)d<0-lj de, = 


OO 

= u{<i))kj('z,x)d <, — "V --i J'M(<ü)(p;^(a;)rfw = 

(w) ^*=1 (ü)) 

=if»(,„)2,(T,*)-|;îi<^ = 

(<o) fcl 

OO 

(t) ^ (t) 

= 1 J U (,) 2-, (», !/) - IJ ( 2 , 


jM('7)iR(w,î/)d':. 
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Comme on a 




(I>x) 


(^x) 


on trouve 


f T* = 2 ^ J 

)_^*=i fc=i *(d;) 


= 




n = l,2, 


ri;(T,aO'?;(.(w)cit«) = 0, 

Il suit de là que 

(29) Ajj (t:, a;) = J A;^ (t, ÂT; (5, a:) = J T ^ 




(l>^) 


A=1 


-H f Æ (T, .) ( ü g, ») - V » î* <^> ) .<; = 2^ 

w ‘"l »=> (B,) 

oo 

-4- riî(T,;.)i2(5,^)d5— 2^ 

(ij;) *^=1 ^i>.) 

CO 

t=l 

où 

7Z,(T,a;)=rJî(T,^)i2(ï,a;)d^; 

(i>«) 

i?j (t, a-) est le noyau itéré pour le noyau R (t, x). 


Comme on a 


iHi’'>i^ii'i^i'. 


la série dans (29) répond aux mêmes conditions que la série (25). 
On conclut de là en répétant les raisonnements, qu’on a 


(29') 


Kl (^» ^) = 2 ('> 


fc=l 


Jî,(t, x) étant le noyau itéré pour R{x, x). 
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Si le noyau (t, x) répond à la condition (D), le noyau (t, x) 
répond strictement a cette condition. 

Si le noyau (t, x) répond à la condition (D), la série 

OO 

(30) 

h=\ 


est, suivant le § 5, uniformément convergente comme fonction de {x) et {y). 
Il suit de là que L {x, y) étant sa somme, L (x, y) est continue et on a 


(31) 


^ 9k 




-J uir:)L{x,y)dz. 


k-\ - (T) 

La fonction (31) étant finie, on en conclut, que le noyau 




*=i * 


est également fini. 

Ayant ainsi démontré qu’un des noyaux itères pour .R (c, x) est fini, 
nous pouvons affirmer suivant le théorème du § 13 (3) que l’équation 


(32) 


(^(x) = cj R (t, a-) 9 (y) dt = 


ii>v) 


= c j kj{-,x) 'f(y)d-. — c j o(y)dx, 

(Dy) *:=» 


{Dy) 


si R ('!, x) n’est pas égale identiquement à zéro, a une solution f (x) pour 
un choix convenable du nombre c, où o (æ) est différente de zéro. 

Or, on s’assure aisément, que la fonction ^ (x) est orthogonale à toutes 
les fonctions fondamentales 9,(a:). En effet 


j u(vj)<f(x)f^(x)dù} = c j M(w) 9 *(a')( j ki(z,x)f(y)d':)dù) — 

m (4) (i>2/) 

— cj M(w) 9 ,(a')(J ^ 9t(^)jt( , - . ) y (y)az'j d<o = 0 

m (Vy) ‘ 
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car 

( « (“) ?,(«) ( r 9 (y) dAdo} = 

(Dx) (Dy) 

? (y) ( / ** (“) ('f> ?» (a^) ) dT = ^ J Ç (y) 9 , (t) dT 

(I>ÿ) (I>x) \Dy) 



Il suit de là, comme 





V 



que l’équation (32) a la forme 

(^y) 

et que, par conséquent, c est un nombre caractéristique du noyau (t, x) 
et (f (x) une fonction foudamentale qui lui correspond ; mais cette conclusion 
est en contradiction avec le fait établi, que 9 (x) est orthogonale à toutes 
les fonctions fondamentales 9 ^ (x). 

Il suit de là que It (t, x) est égale à zéro, ce qu’il fallait démontrer. 
Ayant démontré la première des égalités (27), on obtient sans peine 


(!> ^) = f* ('T. *) (5. 

(4) 


ifc=i 




k-l 


Si la série (25) contient un nombre limité de termes, on s’assure 
directement que B^i{z,x) est fini. 
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7 . Remarque. La supposition du théorème qui concerne le noyau itéré 

était nécessaire seulement pour établir que la série (30) est uniformément 
convergente comme fonction de (*) et de (y), ce qui a permis de démontrer, 
que le noyau itéré i?, (t, x) est fini. 

1) On s’assure aisément que, si la somme d’une des séries 


(25') 


k=l' 




t>l 


est une fonction finie, un des noyaux itérés (t, x) est fini et l’assertion 
du théorème subsiste sous la seule condition qu’un des noyaux itérés (t, x) 
reste fini. En effet, la série (25') étant uniformément convergente comme 
fonction de (t) sa somme H (v, x) est pour chaque (x) une fonction additive 
et à variation bornée, ce qui est démontré dans le § 5 (2). 

Si on suppose, que la fonction x) répond aux conditions du § 15 (2), 
les fonctions V^('c), F,‘**(t) étant remplacées par les fonctions V^{%) 
et l’ensemble {E) par l’ensemble (jB), la somme de la série 


2 


?t(^)?i-('^) 


qui est égale à la fonction 


^ki^,x)H{'z,z)d^, 


répond aux conditions du § 1 4 (2). On a, en effet. 


\hç,.x)H{x,z)cK, < F, (T) F, (2),) 7), 
et, (8) étant le domaine contenant l’ensemble (E), 


(!>*) 


< 


<|/(A(^,aj')— *(5,a;")) H{x,z)cK, 
(Dz-h 
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H- J (fc(H,z') — < 

(S) 

< e F,<^’(D,-8)(D,-8) F;(':)-h 2n(S)8. F,(t) < tJi 
Il suit de là, que 

OO 

TJ T\ le r\ ^ 

1=1 * 

est fini, ce qui permet d’achever la démonstration du théorème. 
2) Pour le noyau 

1 ^ d 

T J" (x y) Ig® (a; -4- y) 


dans lequel (t) est l’intervalle (a, 3), où 

0<a<3<l, 

=. r= 4 


qui répond aux conditions du § 15 (2) et à condition (C) avec «((«))= 1, 
aucun des noyaux itérés ne répond à la condition (D). 

3) En changeant l’énoncé, on pourrait donner au théorème la forme 
suivante: si la série (25) est uniformément convergente comme fonction de 
(x) (le domaine (t) étant donné) et comme fonction de (x) (le point (x) étant 
donné), si un des noyaux itérés est fini et si pour un certain f on a 


91 - (^) 


<C, 


fc = l,2,... 


l’égalité (27) subsiste. 

En effet, sous ces conditions on peut démontrer qu’un des noyaux 
itéré répond à la condition (D). 

Si (x, x) est fini, la série 
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est convergente. Il suit de là que 


k—m 


^ n# a Aam 


k—n 


2 k=m 


^ . J- 

^ h?* h?”' 


Ai.' 

k^n ^ 
h=m V 2 


fc/i ^ 

et que la série 


h=m yrh=:m \ 2 

t=» *- \fc=n *• / 




t=i 


est uniformément convergente comme fonction de {x) et (y). 

Comme le noyau (t, x ) est fini suivant la remarque au commen- 
cement du § 0, il suit de là que 


OO 

^2t+im (”> ^) ~ V"“> 

*=1 




= k. 


SMÏ»! 


(^. ^•) f/) 

(•) 


et que x) est fini, ceciui permet d’achever la démonstration et donne 

en dernier lieu que k^t+am ■^) l’épond strictement à la condition (D). 

8. Si le noyau k{'z,x) répond à la condition (D), on a pour l>2 


(33) 


OO 




4=1 




car pour Z = 2 il est démontré dans le § 4, que la série répond aux condi- 
tions du théorème et dans le § 5 nous avons démontré, que les séries (33) 
sont uniformément convergentes comme fonctions de (x) et de (t) pour />3. 
En reprenant les formules du § 5 nous avons que 

kl ('!, a) = 7 J w W A; (a^ y) d':, 

V) 
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Li{x,y)èiaini la somme de la série 


( 34 ) 

Oa obtient aiasi 


9. Si l’on a 


OO 



^2 ^ ) 


00 


2 



À:(T,d;) = -^J u{'z)L{x,ij)d'z 


la fonction L{x,y) étant continue comme fonction de (x) et de {y), on trouve 


h^{'z,x) = \ k{x,z)k{^,x)dl = 

(Dz) 

= 7 J «W ( y I = 

W (D,) (';) 

= ijM(T)( ^u(^)L{y,z)L{z,x)d'C^d':. 

(T) (4) 

Il suit de là que 

i, (*,!,) = /)£(«,*)«. 

(»*) 

La fonction L^{x,y) étant dans ce cas continue comme fonction de (x) 
et de {y), la fonction {x, x) est également continue. Il suit de là d’après 
le théorème connu de Dini, que la série 


( 16 ) 


VîÆ) 


fc=l 


est uniformément convergente, c’est-à-dire qu’on a 
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N étant un nombre indépendant de (x). L’inégalité (19) donne alors que la 
série (34) est uniformément convergente même pour 1 = 2, ayant pour 
somme i, (x, y) et que x) lui-même est donné par une série unifor- 
mément convergente comme fonction de (x) et de (t). 

10. Supposons que le noyau k (t, x) répond aux conditions (A) et (C) 
ev qu’un des ses noyaux itérés est fini. 

Supposons encore que, \ (-r, x) étant le premier noyau itéré, subsiste 

l’iné 

2 

(35) |(^ Jm(w)A:,(t, si n>N 

(<o) *’* ^ 


A (tü) étant une expression, dépendant des valeurs de (w), et N un nombre 
indépendant de (w). 

Posons 

k^=n 

k (t, x)=^ ^ J}„ (T, X). 


On tronve 


À?=l 

h=^n 


et 


i Jm (cü) (t, a;) do) — ^ ~ J“ (^) (^> ^ 

(< o ) ^‘—1 ( w ) 

^ J'y (tu) (t, æ) dtu ^ ■< |"u (tu) titu •J ' u (tu) ('t, x) dtu ■< 


(ü.) 


Or on a 


(«») (U.) 

•< U (tu) tu I M (tu) R?^ (t, x) dùi. 
(I>x} 

h=n 


(36) r»(u) = [ «(u) [ 

W W L éï 

jj^ ^ 

: rM(tu)*»(T,a:)dtu — 2 

nl^ * 


d(t) = 


(Dx) 

En appliquant la formule (5) 


J» (tu) k, (t, a?) du) = J u(^)k (t, g) k (tu, g) dl, 

(w) (Df) 


( 5 ) 
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DORS avons 


(i J« M*. (T, I) <h, ^ = J» ffl J? (C, , 


(O*) 

Il suit de là suivant (35) que 


(-D^) 


(37) 


jM((ü)iî„*(T,a;)dw: 


(Dx) 


M ^ 


Donc 


(w) ( t, w) dcü B \l A (v), n^N, 


((o) 

B étant la variation totale de m(cd) dans (DJ^ On en conclut que 
(38) rM((o)à(v,a;)da> — si w>iV. 

(ùi) 

La dernière inégalité à cause de la condition (C) peut être remplacée 

h=n 


par 


(38) irM(a,)à(c,a;)cia>-2 

(o)) 


fk (“) 




V 7# VX(w) . ^ » 

<; 1 ï — i-L , SI n>N. 


Soit 


(39) 


(D,) 


la fonction f{z) étant continue. Comme on a 
(D,) (D,) (^) 


m (T) 

7jM(^)(jA:(5,2/)/-(^)<r;)d7, 
N (Dm) 
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la fonction F{'v) est la moyenne de la fonction 

Çmy)fiz)dl 

{De) 

On trouve 

Jc^=n 

F(t)=2 -r- r“C:)î»(-')m!Î5-v f «(5) »)/■»«'; 

*=■ 'w (* 

où, suivant (37), 

(K) {De) {De) 

<Çu{^)P(z)<f^.A(^), n>N. 

{De) 

Remarquons qu’on a 


f ?*(y) ( d- = 

{Dy) {By) (4 

■ /«(E)»») ( »)?*(?)*) ^=hj “©«')?»(»)<«• 


{De) {By) 

On obtient donc finalement 

k^=n 


(De) 


(40) 


/V — r^ I — — _ 

si n>N. 

^•=1 (»^) 


Si l’on choisi pour f(z) le noyau z), on trouve, en utilisant de 
nouveau la formule (5), que 

(380 |i r«(ü,)fc,(T,a-)d«.-;v îiM&iz) 

(:;) fc=i 


< 


y/ J«(5)**(u),^)d5 Air;), n>N. 

{De) 
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Bemarqut. Si le no 3 au k{'v,x) est fini et si l’ou a 

on peut remplacer, en désignant par C® la borne totale de m(co), la dernière 
inégalité par 

1 1 [« (o)) k, (^, a:) I < CV^ (w) V^), « > 

'V) *’ 

Comme l’inégalité (35) prend dans ce cas la forme 

^ h-rrn 5 ^ ^ 

1(1 J«(co) \/W), n>N 

((o) *■’— * 

on voit (lu’on peut à la place de ^(w) mettre chacune des fonctions 


A(“)> •••’ AH 

où 

A (w) = cv^ (w) V At-1 

Comme on a 

2_i i 
^„((o) = (6’r,((o)) ^“Aiiof 

et comme la limite de 

ou 

est égale à l’unité, si -4(w) est différente de zéro, on en conclut qu’on peut 
remplacer A(oj) par C* Fi*(w). 

11 . Supposons maintenant que le noyau itéré A-j (t, x) répond à la con- 
dition (D), Il suit des conditions du § 6 qu’on a dans ce cas 
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toutes les séries étant uniformément convergentes comme fonctions de leurs 
deux arguments. 

On voit facilement que tous les noyaux 

1 

ont la même forme. On a, en effet 

J Kl ( ■. = /(t f “(•) = 

(X)^) (Df) V) 

= iJ«(T) (J L,i{z,y)k{l,'x) (f?) 

' (^) m \ t ) 

OÙ 


(*. y) = f hi (^. y)k(^.,x)d)' = 
m 



et ainsi de suite. 
Posons 


m = 2 *> 3 l. 


Nous avons 


jk=l 


Comme 


(T) 




fe=l 


< e, si n^N 


N étant indépendant de (x) et de (y), nous avons 

k^=m 


et 


W 

fcrrn 

i J « (w) (t, æ) dw — 2 

(<o) 


<£«(■1), si «>A' 


<£u(t)u((ü), si n^N 
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d’où il suit que 


((») 



<; lu* (t), si n > jY. 


En appliquant la formule (38) nous obtenons pas à pas 


1-^ I' M (u)) kn (t, X)diM 2 îiWjtiî) 

* fc=i 


< 


«(t) 


h=n 

- M (u)) k„ (T, x)di^ — ^ -g - - - < ^;;7- 


6 1 


(41) 


ê^n 

^ fu (w) Âr, (t, x) do) — 2 
(«>) fc=i 

|1 J «(o)) du^ — ^ 

(u) 


2»-1-k1 1 


< 


j5 2*-i ,2»-l 


<i)T 


< 


2«+l 1 

’e^ 


^ 2* .2* 


(i)T 


Comme pour chaque ^j(t,x) on a 

i Jm (w) *, (t, x)db) = j‘u(^)k (t, z) ki_j (ta), z) d^, 
H W 

on trouve en appliquant la formule (40): 


( 42 ) 



2*-i-»-l J_ 

B 2* . t2* 


T 


f 
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car dans le cas considéré 

i J “ 

(■Dy) (“) 

=J (7 J M(T)*j(tü,y)d'c^ =J • 

(Dy) (t) (i>y) 

On voit ainsi que si un des noyaux itérés répond à la condition (D), 
on a pour tous les noyaux 

(43) i r«(<o)i,(T,a;)d(ü==2^^^$?^’ 1 = 1 , 2 ,... 

H *=i * 

L’inégalité (40) donne dans ce cas: si 

F(T)=ru(Ç)A(T,^)/-(^)d5, 

on a 

k-% 2«-l-H 2. 

fc=l (D,) 

On a donc 


(44) 


= 2 f ~ J 

(»y) 


*=i 


12. Supposons maintenant que k (t, x) est fini. Il était démontré dans 
le § 5 que les séries (43) pour ?> 3 sont uniformément convergentes comme 
fonctions de (w) et de (t), si le noyau k{'c,x) est fini. Comme on a 


|/e,('c,a:)|< (7,Fi(t) 
l’inégalité (42) prend la forme 
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Aj étant un nombre déterminé, d’où suit que dans le cas considéré la 
série (43) pour 1=2 est uniformément convergente comme fonction de (w), 
(le domaine (t) étant donné) et comme fonction de (t) (le domaine (w) 
étant donné). 

Si le noyau k (i, x) est fini, la série (44) est absolument et unifor- 
mément convergente, car on a 


(■Dy) (-Dy) m 


=Jw(5)/'(^) 

m (Dy) 




K 

(Di) 


h. 


étant le coefficient de Fourier dans le développement de la fonction f{x). 
On a donc 


\ * \ * fc=m k—m 

Jt=n / > «I / =n ^ 


j u(ta)}^(':,x)d(ti, si « > 


<e 

(DA 

N étant un nombre indépendant de (t), d’où il suit que 

k^=m 


2!"tli?JtWl<N^V'/?Fi(T), si n>2Sr 

k=n 


et que 
(45) 


A’=n 

F(y)-^ F,(t), si n>N. 

/c=l 


Convenons de dire que la fonction « (w) répond à la condition (BJ, 
si l’ensemble {E^ des points (x), dans lesquels la valeur de u (w) est égale’ 
à zéro, est de mesure nulle et supposons, que la fonction m(w) vérifie la con- 
dition (Bj). 

Exemple. Si (w) est l’intervalle («, P) où 0 <a < p< 1 et si 

n=l 
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OÙ 8^ est le nombre des fractions de la forme 




2 » 




vérifiant l’inégalité 


«< 


2" 


<h 


la fonction moyenne u (lo) répond à la condition (B), mais non à la condi- 
tion (5j). 

Rappelons, que la fonction Fj(ü)) a presque partout une valeur. 

Soit (x) un point, dans lequel u (w) est différente de zéro et la fonc- 
tion Fi((ü) a une valeur. 

En désignant par (w) un domaine contenant le point (x), divisons les 
inégalités (42') et (45) par «(w), ayant remplacé dans la dernière (t) par (w): 



m(w) Xjfe* 1 


1 


<-A 


JWiÜ, 

U (o>) T 


W((i)) 


k^=n 



k^l 


«(«) 


’ ’ u{tù) 


et faisons tendre (w) vers zéro. Les fonctions Aj (t, x ), ipj (x), F(x) étant 
continues, on a 

J “ 

(<i>) 

= «"dw = 

(«) 


nous obtenons pour le point (a;) si n’'>N^, 


|A,(v,a;)- 


h:=n 

Vîi 

h=l 

h=n 






. 2 » 


<C{X)- » 
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ex») étant dépendant de (x), d’où sait que les égalités 
(430 

1:^1 * 

oo 

(44) = 

fc=i 

subsistent presque partout, si la fonction «(w) répond à la condition (B^). 

13 . Nous avons démontré dans le § 8 que, si le noyau k (v, x) répond 
à la condition (D), les séries 

OO 

(83) y 

fc=l 

sont uniformément convergentes comme fonctions de (æ) et de (t) pour i>3; 
pour i == 2 la série (33) est uniformément convergente comme fonction 
de (x) (le domaine ('c) étant donné) et comme fonction de (t) (le point (x) 
étant donné). 

On a, de plus, suivant le § 8 

k, (-,x) = ^Ju (x) Li (x, y) dx 

W 

fe=i * 

la série étant uniformément convergente comme fonction de {x) et de (y) 
pour i > 3 et, pour 1 = 2, uniformément convergente comme fonction de {x) 
(le point {y) étant donné) et comme fonction de {y) (le point {x) étant donné). 
En substituant dans ce cas m(t) à la place de Fj(t) dans (45), on trouve 

h=n 

m-'2, 

*:=I 


où 

(34) 


< \fl \fB M (t), si 
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OÙ, suivant le § 10, 

(!>,) 

On trouve donc, en divisant la dernière inégalité par «(t) et en faisant 
tendre (t) vers zéro, que 


(46) 


k~n 


it=l 


^(2/) — 2 iy) < Vë si n > N. 


On en conclut que la fonction F(y) est donnée par la série 

OO 

Fiy) = '^cj^<fM(y)> 

k=ï 


qui est absolument et uniformément convergente. 

14 . Si l’on a de plus 

(47) * (t, a;) = i J « (t) L {x, y) rfx, 

(r) 

la fonction L(x,y) étant continue, l’égalité (33) subsiste même pour 2=1. 

Les séries (33) et (34) étant pour 1 = 2 uniformément convergentes 
comme fonctions de leurs deux arguments, on a l’inégalité 


h=n 




qui conduit à l’inégalité 


<6, n>N 


H 




k=ï 


< tM* (ü)), « > N 


ce qui montre, qu’on a dans ce cas 


A (w) = eu* (w) 
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et l’inégalité (38') se transforme en 

i “ */ 


H 


fc=l 


i’où il suit, par le procédé du passage à la limite, l’inégalité 


i(,,^)_‘^îiMîtW< Wf, „>ff. 

^ ^ Ax. T = 

Nous ayons dans notre cas 

(48) F{y)=j [^juÇ,)L{y,z) d^) /•(^) dÇ =| u(^)L{y,z)f{z)dl 
W (Ç) {I>z) 

La fonction de la forme (48) est donc développable pour chaque fonction f(is) 
dans la série (46), qui est absolument et uniformément convergente. 

En posant 


(Dz) 

nous obtenons 

i^(T)=rA(T,^)/‘(H)dH, 

m 

d’où suit 

OO 

(44') Ji(T,»)/'(5)4Ç = 2‘'4'?»W. = 

(O,) (4) 

La dernière formule peut être généralisée dans le cas que nous considérons. 
Comme la série 


*:=1 * 
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est uoiformémeat conyergente comme fonction de (x\ le domaine (t) étant 
<lonné, on a pour chaque fonction moyenne additive et à variation 
bornée t;(b>) que 

oo oo 

w (t) = J k (co) dw = 2 “x f 'P* ^ T* W 

( D *) *==1 *( D *) 

OÙ 

9k = r = f «'('r)<p*(y)dv, 

X) (4) 

la convergence uniforme de la série n’étant pas démontrée. 

Comme la série 




k=l 


est uniformément convergente comme fonction de (iu) et de (t), pour chaque 
fonction additive et à variation bornée v((«>) on a 


(49) 


u;('t)=j fc,(T,a:)v(u))d(ü = 

(I>i) 


OO OO 

= 2 f = 2 TtC'c) f M’ W ?*(?/) dv, 

* (DaJ in..\ 


(»«) 


la série étant uniformément convergente. 

Si on sait seulement que A;(v, x) répond à la condition (D), l’égalité (49) 
subsiste, mais on ne peut pas affirmer que la série soit uniformément con- 
vergente. 

On peut de m^e donner à la série (46) la forme 


(460 Piÿ) = { L(0,y)f(^)^ = ^Ck9k^)^ c* = r^(y)?i('r)dv. 
D,) (D*) 
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Mais l’égalité plus générale, contenant la fonction «(E) à variation 
bornée 


F {y) = J i (., y) t; (Ç) (y)’ = J ^ (") 

(Dx) 




fc=l 


peut être écrite seulement quand on sait que la série 


N? n(^)n(y) 

^ X)L 
fc=i * 


est uniformément convergente comme fonction de (x), le point (y) étant 
donné. 

Si l’on a affaire à une équation intégrale 


? (35) = X J L (y, x) cp (y) dv H- f{x), 


(Dy) 


où L'(y,x) est une fonction symétrique et continue, on peut lui donner 
la forme 


(p (a;) = X J ( -^ J X (y, a:) dr ) (p (y) dv h- fix). 

(Dy) (^) 

L’application des formules établies montre, qu’on a toujours 


1 r 

- L(y,x)d': 

^ J 

(t) 


^ h 


k~l 


(^) 


9;^ (a;) étant les fonctions fondamentales de l'équation et la série étant uni- 
formément convergente comme fonction de (a:), (v) étant donnée; quelque 
soit la fonction moyenne v (w) additive et à variation bornée, la valeur 
moyenne de 

F{x)= j X(y,a:)v(v)dT 
(Dy) 
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est développable dans une série suivant les valeurs moyennes des fonctions 
fondamentales 

OO 

i r F(:r) dco = 2 Ci <pi (oj), Ci = r F(x) 9 * (x) dw ; 

seulement la convergence uniforme de la série n’est pas établie. 

15. Nous disons que la suite 

( 8 ) 9 i (x), 9 j (x), . • . , 9 ^ (x), . . . 

des fonctions fondamentales est fermée dans le corps des fonctions continues, 
si, ayant posé 

h=n 

K (^) = f C^) — 2 Ci = r w (üj) /• (æ) 9 i {x) diü, 

on a pour chaque fonction continue f{x) l'égalité 


ou 


lim r U (t) {y) d'ç = 0 , 

(»y) 


rM(ü))/^(a:)dü> = Vci*. 

( 2 )*) 


Si la suite (8) est fermée, on a pour chaque fonction continue f (x) 
le développement 


OÔ 



En effet 

i J M (w) /• (a;) = 2 

(<o) (w) 


( 50 ) 



SÜB LES DÉVELOPPEMENTS SUIVANT LES PONCTIONS FONDAMENTALES 187 


et on a 


jj" « (w) (x) dtti j •< J' M (w) J' w (w) i^) d* 

(<o) (ta) 

•< M (lü) J* W (<*j) (^) 


-tü < 


(“) 


U suit de là que le terme complémentaire de la série (50) tend vers 
zéro. Si la ferméture de la suite (8) est démontrée et si la suite (8) cor- 
espon d au noyau de la forme 

= u{'t)L{x,y)dz, 

(T) 

la fonction symétrique L(x,y) étant fini ou non, mais telle que l’intégrale 


j u((>i)L^(x,y)d(ü 

(l'x) 


a un sens, chaque fonction de la forme 

/’(x)= f u(T)L(x,y)h(y)d': = j^k('c,x)h(y)dr, 

(I>y) (Dy) 

où h (x) est une fonction continue, est développable dans une série suivant 
les fonctions (8). En effet, si l’on pose 


fc=n 

(51) h(x) = ^h^f^(x)-*-BJx), 

k=l 

on trouve 


à„=r«(w)à(æ)<p„(a5)(iü), 

(»*) 







J « (“) A*) fi (^p) = è J 

(D*) (»*) 


u(u})h(x)f^(x)d 
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et on s’assure que 

( J M (t) L {x, y) i?„ {y) dz J < 

(Dy) 

< Jm ('t) U (x, y) dx .j U (':) (y) dz < A* e’, n>N, 

(2>y) (l^y) 

A étant un nombre détérminé. 

La série 

CO 

k-=l 


tonverge absolument et uniformément, si le noyau k (t, x) répond à la con- 
iition (D), car on a: 



m 


<2v- 

fc^n 



16. En supposant, que le noyau k (t, x) répond à la condition (D), 
reprenons l’équation 

(52) <f{x) = >. fk{'r:,x)f(y)d^-^-f{x). 

(Dy) 

Comme, d’après les considérations du § 13, la fonction 


\ k(z,x)^ (y) di: 

(Dy) 

peut être développée dans une série uniformément convergente suivant les 
fonctions fondamentales, on trouve, en répétant textuellement les raisonne- 
ments ordinaires qu’on a 


( 53 ) 


9 (^) = ?i («), c* == J « (w) fix) î* (x) d(a 

(!>*) 
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En passant maintenant à l’éqnation associée 

(52') = X ri(':,a:)f;((ü)ti<«) -4 - jF(t), 

où Fil) est une fonction moyenne à variation bornée, on trouve que 

(54) v(t) = J’(t)-i-X J* A;(T,a:)i^((ü)£itü kg('t,x)v(w)du) = 

(i>w) m 

= jPj ( t ) -t- X* Ç ( t , x) V ((!)) dhi. 

(Bx) 

La série qui donne le développement de 


j k^{z,x)v{ui)dta 
(Dxl 

suivant les valeurs moyennes des fonctions fondamentales étant uniformé- 
ment convergente, on peut appliquer à l’équation (54) tous ce qu’on dit. 
à propos de l’équation (52). Si l’on pose 


où 


f (^> V (w) dui = s fff. (ft (t) 



~ J ( J = 

(■^y) i^x) 


=f (w) ( J ^3 ('f ) *) ?* (y) 

(i>*) (-Dy) 


f (“)?*(«) 

.(5*) 

h* 


S- 



Sk 


on trouve que 
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«t 

CO 

*:=1 * 

Or, on a 

1/^= Ç F{w,)(f]^{x)d(,i-t-'k r<pj(æ)( r/:(w, «)F(^)d^W(o = 

(©i) ii>x) m 

= JjF’(w)<pj^(a:)(iw-HXj Ja:(co,^) 9j(æ)rfw^ dÇ = 1 ■+-^)’ 

{Dæ) m (D*) 

OÙ 

{Dx) 


Il suit de là finalement 


V (t) = i;’(ic) H- X r A (t, x) F{u>) d 
(»*) 


2 

k-l 


“K X 
X^ — X ‘ ï: 


?*W- 


Si le noyau k (t, x) répond seulement aux conditions (A) et (C), ayant 
un noyau itéré (t, x) répondant à la condition (D), tous les noyaux 
®) ^ partir d’une certaine valeur de m sont de la forme (47) et même 
tels que la fonction L^ix, y) est développable dans une série uniformément 
convergente de la forme 



Comme les solutions des équations (52) et (52') vérifient aussi les 
équations 

? dv -+- X» J k^i'z, x)f{y)d'z-i h 

(T>y) (By) 

-H X*»-» J k^_^ (t, x) f (y) dx j k^ (t, x) 9 (y) dx 

{Dy) (Dy) 
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v(t) = jP(T)-+-X J* k('X, x)F{(ti)dia-i-'k* j a:) ^(w) dw h- 

(I>x) {Dx) 

X*""! J* ^ (t, a;) F(<i)) dw X"* J' k^ (t, a:) v (w) dio 


on s’assure aisément qu’on a 

? (®) = /■(«)-•- X J /c (t, x)f(y)d't-i 1 - X*"-! J (t, x) f {y) - 




(»«) 








V (t) = F(t) -f- X J a (t, a;) F(co) dw • 


(»*) 




(Dx) 


^ Xj— X Xi"*“> 
)t=l * * 


où 


resp. — jn») %{x)diü. 

(Dx) (J>x) (Dx) 

17 . Pour donner une application aux formules du § 16, nous allons 
démontrer les formules de Plemelj, mentionnées dans le § 14 (3). Suppo- 
sons, que le noyau k (x, x) est fini et qu’un de ces noyaux itérés répond à la 
condition (D). 

En rappelant les formules du § 4 (3) nous avons, en introduisant le 
détérminant de Fredholm et ses mineurs en premier Ueu que 

*1 x) = xJé(H, x)I)(^ 1 xjd^-4-k(x, a;)D(X) 

d’où il suit 


»(* X)=D(>) 


k(x, a:) Xé, (t, a:)- 






A=l 


Xj, — X 
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car dans le cas considéré on a 


Cj^ = B (>0 j k ( t , x) (f j ( w ) d<o ~ 


(I>x) 


Comme on a 




^*Ia 




m 


X), 


on trouve en appliquant les mêmes formules 

- x) jx(T„ i,)-.-Xl-,(T„ T,).. - ^X’-*„_.(T„ 

oo 


i=l 


B 




\v,l / \ tj | / \Ti1 / \ t ,1 / 

KH ■»(?!') 


L’application des mêmes formules à l’équation 


(-D,) 
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donne immédiatement 



et ainsi de suite. 

18. Supposons que les deux noyaux, k (t, x ) et g (t, x ), qui répondent 
à la condition (A), sont unis par l’égalité 


(54) f ^ “'t f “ 

(<^) (^) 

où m(w) et v(w) sont les fonctions moyennes vérifiant la condition (B). 

Par exemple, si L (x, g) est une fonction continue de (x) et de (g), nous 
sommes dans le cas considéré, si 

(55) k{'z,x) = ^^u{x)L{x, g) g (t, x ) l' v (t) L {g, x) d'z. 

(t) (X) 

En effet, dans ce cas 


Jv(cü)â:(t, x)d<)) = j^v{oi)(^ju{'z) L( x, g)dx^dui 

{(ü) (u) (x) 

^ J u(z)g {(a,g)dz — ^ | J v(iü)L(x, g)do)'jdz = 


(t) (“) 


Jv(w)^ J'M(T)Z(a;, g)dz^d(,). 


M (t) 


J’ai envisagé les noyaux de la forme (55) dans ma communication au Con- 
grès à Bologne. 
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Remarque. Si le noyau k (t, x) répond strictement à la condition (D) 
par rapport à «(t), le noyau g (-r, a:) répond strictement à cette condition 
par rapport à ^(t). En effet, de l’inégalité 

(t) (o)) 

■< — r î; (w) Cu (c) doi = Cu (t) v (co) 

6 ) 

{«) 

on conclut en divisant par u(‘x) et en passant vers la limite, que 

!//(w, 2/)| < Cvi(xi). 

Les noyaux (55) répondent aux conditions de cette remarque. 
Envisageons le système des équations 

9 (a;) = X Çk{':,x)'\>{y)à-. 

(By) 

(56) -j- (j) = X I* (t, x) ® (y) d~.. 

(Dy) 

En éliminant 4'(^) on trouve, que 

ç(a:) = X» |'a(®, a;)( fg(l y) o (z) <f''j d- = 

(Dy) (D,) 

= X* fcfiz)( Çk{x,x)g(i„y)d':^d^:, 

{Bi) (By) 

OU 

(57) ^{x) = V> ^k^)o{z)dr:„ 
ayant posé 

(58) /t (5, æ) = r Â:(':, x)g ($, y)d-.. 

(By) 


Le noyau k ($, x) répond à la condition (C) par rapport à v ((d). 
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En effet, on a 


|'î;(cd)A:( 5, x)<icü = -i Ja:(t, x)g(^,y)dx)"^dbi — 

H H (Dy) 

= J i'CH, 2 /) a;)rfa>)(iT = 

(-Dy) (<«) 


= J'7(^. (w,y)rfT)<iT = J.M(T)p(w,2/)^(Ç,t/)(iT = 

<I>y) M (Dy) 

= fff )(iT = 

(Uy) 


= J^(w, 2^) rv(Ç)Â;(c, = 

(i>y) (t) 


= jfv(^)(^Jg((o,y)k (t, e)dz^d^ = 

(;) (Dy) 


(î) 


On a de même 

<57') ^(x) = V‘ ( k(^,x) <\>(0)dl 

iD,) 

■OÙ 

(58') kÇ„x) = f g(z,x)k{l,y)d~. 

(^y) 


•et k (^, x) répond à la condition (C) par rapport à u (w). 

Nous supposons que le noyau k(z, x) répond à la condition (Ü) par 
rapport à t;('u). 

Cette condition est évidemment satisfaite, si le noyau k {z, x) répond 
strictement à la condition (D) par rapport à «(v); le noyau g (z, x) répond 
dans ce cas strictement à la condition (D) par rapport à v (z) et on a 


|A-('r, a;)|= ^ k(^,x)g{z, z)^ < 6V(':) Ja(^, a;)d!;. 


m 


m 
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L’éq(uation (57) a sous cette supposition des solutions et les nombres 
caratéristiques du noyau x) sont réels; comme on a: 

X rw(w) =. Tw(tü)cp(x) ( Çfiz)[ f k('t,x)g (?„y)d'z \(fAd(ü = 

h)x) (4) m 

= r?(^)( {9Ç.^y)( ( v(w)A:(t, a;)5p(:r)dw)dTW = 

‘Dy) ( 4 ) 

= J y) (J = 

(/),) (Dy) {D^) H 

= j y)(|'J( J w(t^)p(‘o, y)(fix)doj^dz')d'i'j(fc,= 

(Dg) (^) i^sr) 

= r<?(^')( Çu{i:)g(^^,y)i f ^ (w, i/) (p (rr) dw ) dT ) = 

( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) 

= r.<y (^> r<; (w, ÿ) ç (a:) dw ) dT = 

( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) 

= ["«(t)/ r ^(a>, ÿ) <p (a;)dcü) d- 

( 4 ) ( 4 ) . 

on voit qu’ils sont positifs. 

Soit À* un nombre caractéristique de l’équation (57) et (^{x) la 
solution correspondante. Si l’on pose 

' 4 a:) = X fgi'z, x)<f(y)d^. 

( 4 ) 

on trouve 

X rX(T,a;).Hy)d^ = X» (ki^z^x)! f g (l, y)^^{z)<fAd-. = 

( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) 

= X* Jç (^) (J A:(t, X) g Ç., y) d^) d? = X* J k^) 9 (z) d^ = 9 (x). 

( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) 
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Si les carrés des nombres 

(59) Àj, . . . X^, , . . 

forment la suite complète des nombres caractéristiques de l’équation (57) et 
si la suite 

(60) 9j(a;), . . . 

est la suite correspondante des fonctions fondamentales que nous supposons 
normale et orthogonale, et si l’on a 


(*) = hjo ») 9k (y) 


les fonctions 

<60') 


(Dy) 




forment la suite des fonctions fondamentales de l’équation (57'). 
La suite (60') est normale et orthogonale. On a, en effet, 


r w (w) (a:) (x) d(ü = \( U (w) ix)(Ç g (t, z) (p^ (y) dz)du> = 

(i) (li) {Dy) 

= J Tn (y) ( / « y (^’ 'im ('^) = 

(Dy) (^X) 

= ^«J?n(y)(7 (/*(‘’^> y^^ix)dyj'jd'cyz = 

(Dy) W {Dx) 

= X„ J V (t) cp„ (ÿ) ( J ^ (w, y) (æ) do) ) dT = ^ J v (t) (y) (p„, {y) dz , 

(Dy) (5>y) 

4’où il suit que 

jM(ü))'b„(*)(p^(a")d(ü = 0, si n=|=m, Jm(w)4;„*(*)^‘^ = 1- 

(2>a) (Bx) 

Comme le noyau h (t, x) répond à la condition (D), on peut appliquer 
à la suite (60) les résultats du § 13, 
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Posons 

F{y)=\ 

(L>i) 

nous avons le développement 

OO 

P (y) = 2 iy) ?* (y) 

*==• (Dy) 

Or on a 

^k = j^ ('^) ^'(y^ ^k (y) d'^ = fv ( t ) (y ) ( J k (S, P) f(z) d^c,y-.= 

{Dy) (Dy) (D,) 

= ) /■(^) ( J * 2/) ?* ^ ^ f 

( 4 ) (i>v) ( 4 ) 

On en conclut que les égalités 

(D,) 

entraînent l’égalité 

(k^)az)di=o. 

(D,) 

lU. En répétant, maintenant, presque textuellement les raisonnements 
ordinaires on peut établir pour le noyau A:('t, x), jouissant de la propriété 
mentionnée au début du § 18 , les théorèmes du développement analogues 
à celles de M. Schmidt. Si l’on a 


( 61 ) 



( 4 ) 

on a aussi 


( 62 ) 

j v{l)h(z)<f^{z)dP^ = 0 . 


(Dt) 
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En effet 

J vÇ,)h{z) <Oj^{z)d\ = \j î;( 5 )A(^r)( Ja(t, z^j^{y)dz'^d\ = 

m (i>z) (Dy) 

= ^*J'}'*(î')( J({ J z)dl)h{z)âr^d': = 

(Dy) {I>z) (;) 

= \ J +*(») ( J(4 I ^ 

(By) (V,) (T) 

= h(^ ( t ) (y) ( (g ( 5 , y) (z) d\ ) d-.. 

XOy) (D^) 

Réciproquement, les égalités (62) entrainent l’égaUté (61). Si les éga- 
lités (62) sont satisfaites, on a suivant la remarque (lu § 18 

(k^)hiz)d^^Q. 

(-De) 

Il suit de là que 

0 = [z;(cü)A(a;)( j';i(^)( j'/ (':, 'x)g(^,.,y)d^)dl)di>> = 
i^æ) 

= / * W ( f ^ ( 5 , 2 /) ( 7 J M (t) ( (co , y) h (^) do) ) dT ) dT ) = 

(Di) (-Dy) (T) (Da:) 

= J A (^) ( J « W if (^, y) ( jg y) h (*) dw ) dx ) = 

(Dz) (Dy) (D^) 

= jM(T)(^Jgr((ü, y)à(a;)da)^ dx 
(Dy) {D.r) 

d’où il suit, comme la fonction u (x) répond à la condition (B),^ que l’égalité (61) 
est satisfaite. 

On démontre maintenant aisément que si l’on a 

Gix)= r*(x,(r)My)rf- 

(Dy) 


( 63 ) 
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on a aussi 


( 64 ,).- 



Remarquons en premier lieu que 

Ç V (to) G {x) (x) d<ù — ^ V ((ü) îp^ ^ j /r (-7, X) h {y) d'z j rftü = 

(!>*) (T>x) (Dy) 

(By) (i) {Dg.) 

= J« (t) A (y) ( (u), y) <pjt (a;) rfw ) d- = ^ J« (t) h {y) {y) dz. 

En second lieu, comme on a 


OO 

21 V < f “ (^) ** (y) h = f « (^) * ky) 'h (y) 

fe=l fn.\ iii.A 


(-»«) 


{Dy) 


la série qui donne 0(x) est uniformément convergente, la somme 


* 


étant bornée, puisque le noyau k (t, x) répond à la condition (D). 
Si l’on pose maintenant 


OO 

^ (») — 2 {v{iû)G {x) {x) dbi — F{x), 

(Dx) 
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la fonction continue F{x) répond aux conditions 

j V (w) F {x) O]^{<io) du) — 0, fc = 1 , 2 , . . . 

(Ar) 

et par suite à la condition 

j (i{oi,y)F(x)di,) — 0. 


On en conclut que 

oc 

J 0iu,)F(x)a(x)d ..- ^ f V (w) G {x) [x) d{ù ■ 

(!>*) (J^x) (4 

I V (to) F {x) <Pj(, (x) dn)= ^ V (u>) F(x)^ I A- (t, x) h {y) dz^du) = 
i^x) (^x) 

= r (ui^)( ff/Ccu, y)Fix)d^)d-)d': = 

(ny) (T) (D^) 

= f u(T)h(y)(^j g((sj,y) F(x)di^'^d^ = 0, 

(l>y) (Dx) 

d’où il suit que F{x) = 0 et que le développement énoncé subsiste. 

On peut établir le théorème analogue relative au développement de la 
fonction 

G{x) = ^ g{-,x)h{y)d- 

(I)y) 

en supposant que le noyau A:(t, x) répond à la condition (D) par rapport 
à u{z). 

20 . Pour donner un exemple, posons 


k{z, x) 


(T) """ 


.k»)=4J' 

(^) 




r 


xy 
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étant la distance entre les points (x) et (y) et m(t) une fonction répon- 
dant à la condition (B) et telle que pour chaque sphère (t^,) du rayon p on a 

0<X = 1. 

L’application du théorème du § 12 (2) donne immédiatement 

((ü) (T) (T) 


(o)) 


(< 0 ) 


(T) 


En utilisant les inégalités du § 10 (2), on voit que 

1 •y 'xv I ^ ^xy 


n suit de là que l’intégrale 




(Hy) 

a un sens et que le théorème du § 12 (2) est appliquable aux fonctions 
et A:(t:, x). Donc, on peut écrire 

' /t^ » (f) V /-. y 


ÿ* 




Or la fonction 


& 


(T) 


(?) (Dy) " ^ 


J ^ty^xy 

(I>v) 


est bornée comme fonction de (a:) et de {z). 
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Pour s’en assurer, désignons par 8 la distance entre les points (®) 
et (a). Entourons le point (x) par une sphère (S) du rayon (28) ayant pour 
centre le point (x). On a évidemment 










ck, 


la dernière intégrale ayant une limite quand 8— ►0. 

En divisant la sphère (8) en deux parties par le plan équidistant des 
points {x) et {z\ nous avons pour la partie (lui contient le point {x) 



.,<11 


(S) 


Y 

Æ.V 


dx < |5(28)*-’-\ 


On peut évaluer de la même manière l’intégrale sur la partie qui contient 
le point {z) en remplaçant la sphère (8) par la sphère (8^) du rayon (38) avec 
le centre dans le point (z). En même temps on obtient 


A: (g, j 9{'^, x)k(^,y)dx= f (^1 j k (^, y) d'z = 

(Dy) (Dy) '{r) 



On s’en assure en remplaçant le domaine par le domaine (D^ — 5), 
(8) étant une sphère avec le centre en (x) et en faisant tendre le rayon de 
la sphère vers zéro; l’intégrale 


J 


dz 


Y Y 
'xy 'zy 


est, en effet, infiniment petit avec le rayon de la sphère. 

Si 

Xj, Xj, . . . X^, , . . 

sont les racines carrées des nombres caractéristiques de l’équation 


ç (æ) = X* J A: (^ , a:) 7 (2!) cZH = X* J ( J (k ) ç (2) 

(Dt) (D,) (Dy) 
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et si 

?2(«)> ■ • • ?«(*)> • • • 

sont les fonctions fondamentales qui leurs correspondent, 

’j'i (^)j 'l'a (^)’ • • • ’ ’l'n • • • 

Otant les fonctions fondamentales correspondantes de l’équation 


on a pour chaque fonction 


='/? r u{i) r„ 

^ a ij *xu 

(/),| il>y) 


7(1) = r- W * - <») ,; 
(4) 


OÙ A (y) est une fonction continue, le développement 




G (x) = 2 î* 1'^) I ^ (•*') 9k (^■) = 2 'P* ~ 

(4) 




A'^1 


h 


qui est absolumeut et uniformément convergent. 

31 . Pour un second exemple reprenons le problème du § 15(3). 
n s’agissait de la résolutiou de l’équation 


(65) 


Ut{x,t) _ U (x, t) 

of dx? 


sous les conditions sur les frontières 

( 66 ) m ( 0 , ^) = 0 , quj'(b,t)-t-pu{b,t)-t-uj(b,t)~0 

et sous les conditions initiales 

(67) M {x, 0) = /•(*), m/ (x, 0) = F{x), 

f{x) et Fix) étant deux fonctions continues dans l’intervalle (0, h). 
En cherchant à satisfaire au problème par la série 


2n(')'nw. 


k^l 
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nous avons réduit le problème à la résolution des équations: de l’équation 
et de l’équation 


le dernier problème sous les conditions: 

(68) (0) = 0, qW^' {h) -H W< {h) -^pW^ {h) = 0 

ou 


Nous avons montré que pour les fonctions Wj^(x) on peut prendre les 
fonctions fondamentales Vj^{x) de l’équation 

h 

(6 9) 9 (a;) = X J M (t) K {x, y) 9 (y) d- -+- f(x) 

0 

dans laquelle (t:) est un intervalle (a, p) appartenant à l’intervalle {ah), 
U (z) une fonction moyenne addiüve et à variation bornée égale à 

1 w 
où 

!<;(':) = 0, si ^ «;(':)=“? si 3 = 


La fonction K {y, x) est égale à 


a:(l -i-p{h — y)) 
l-t- ph ’ 


si X <cy, 


y{\ -*-p{h — z)) 
1 H- pb 


si a; > y. 


Les nombres 


Pl) ?2î • • • ) Pfct • 
sont les solutions de l’équation. 


(70) 


tgcè: 
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et la fonction fondamentale V^{x), correspondante au nombre caractéri- 
stique p„*, est égale à 


(71) 




Y— 4j;sin2p„6-f-3sin*p„6 


La suite des fonctions (x) est orthogonale et normale, c’est-à- 
dire on a 

6 h 

ju(ü})V^(x)V^{x)düi = 0, »=!=»», j'M(ü)) F^*(w)dci> = 1. 

0 ô 

Remarquons en premier lieu que, si l’on a 

b 

(72) (p(x)=— J U (t) K (x, y) h (y) dz, 

0 

la fonction h (y) étant continue, on a 

b b 

<^ix)^-jKix,y)h{y)dy-qk{x,b)h(b)^-jKix,y)hiy)dy-j^hib). 

O O 

Or, l’intégrale 

b 

— jK(x,y)hiy)dy 
0 

étant égale à la fonction vp (x) répondant aux conditions 

^"(x) = h{x), m = 0, -y(fe)-Hî4(6) = 0 

on voit immédiatement que la fonction ç (x) satisfait à l’équation 

(73) <D"(x) = h(x) 
et aux conditions 

(74) cp(0) = 0, qf"(b)-i-rf'(b)-*-p^{b) — 0. 
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Réciproquement, si la fonction continue «p ( 2 ;) répond aux conditions (74) 
ayant une dérivée seconde continue dans ( 0 , b), l’intégrale 

b 

(75) -ju(':)K(x,y)fiy)dz 

6 

est égale à en la supposant égale à 9 (ic) -t- w (a:) on trouve immédia- 
tement que 

<ü(x) = ax-*-b; 

ia première des conditions (74) donne alors 6 = 0 ; la seconde conduit à 
l’égalité o = 0 . Supposons maintenant que le problème principal a une 
solution M (a;, dans laquelle la fonction u (x, t) a Une dérivée (a;, t) 
prise deux fois par t qui est continue dans l’intervalle 0 ^a;< 6 . 

On en conclut, qu’on a 

h 

(7 6) a* M (a;, ^) = — J M (t) K (y, x) h J' {y, t) d^, 

0 

car la fonction ainsi définie satisfait à l’équation (65) et aux conditions ( 66 ). 
D’après le § 14 la fonction de la forme (76) est développable dans une série 


(77) 


C» 




OÙ 



b 


fu(T)«,/'(y,0n(2/)rfc 
I 0 

a* ^ 


1 bk (0 




Or la série 
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est uniformément convergente et l’inégalité 


h=m 







k—m k-=m 

<2v(<)2 

]c—n h=n 



< 


b 

<jM(T)(V'(y,OrdT 

0 


k—m 

V 

k—n 


vi^ 

' 


montre, que la série (77) est uniformément convergente comme fonction 
(le (x) et de (i). 

En appliquant à (76) le théorème du § 8 (2) (ayant changé 

u(r:)K{y, x) en 


nous obtenons 


•’”) = 7 J 

(T) 


(78) 


c 1/ i» 

a* ^u{x^ t)dt = — J u{^)K{y^x)i^ | t)dt^d'': = 

O 0 0 

b h 

= — ^ U {^) K {y, x) u! {y, t)d%-^^u ( t ) K (?/, x) F {tj) cüt , 


0 
t t 


0 0 0 

h b 


H- J w (t) Z (y, x) fiy)dt-^t^ U (t) K {y, x) F (y) oît. 

0 0 

En substituant dans (78) la série (77) et en posant 

b b 

6^ = J w (üj) F{x) Vj^ (x) diù, = J w (co) f{x) (x) dco 
0 0 
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on trouve 


J J = — J M (t) ÜT (y, x) 2 9k (0 Vk (y) <iT H- 

^ U O O 


Il suit (le la que 


oo 



«il-w 

Pt* 



hljM.. 

H* 


t t 

O O 


9lX^) 

pi* 


Pt’ Pt* 


®t 


La dernière égalité montre en premier lieu qu’on a y;^(0) = a^, <7;fc'(0) = 
et que, en second lieu, on a 


^t"(0-^«*Pi*yiW = O. 

On trouve ainsi 


H (0 = «* cos (apji 0 — sin (op* <) 


«Pt 


Ainsi, si le problème a une solution dans laquelle la dérivée uj'{x, t) 
existe et est une fonction continue dans l’intervale 0 <«<&, cette solution 
est donnée par la séi ie 


(79) 


OU ^ 

M (rr, /) = 2 ( («l cos (op* sin («pj^ t) ) F* {x) 


et cette série doit être uniformément convergente comme fonction de x et 
de t. Si la fonction f{x) a la dérivée seconde f (x) qui est continue dans 
l’intervalle O < æ < 6 et si l’on a 

/■(O)-O, qr{h)-^f{h)-^pf{h)Q, 

la série (7'J) jouit de la convergence mentionnée. 

En ettèti comme on a dans ce cas: 

b 

f(x)=:-ju(::)K(p,x)f"(p)dz, 

O 
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la série 

œ 

'y »» nw 

est absolument et uniformément convergente; il suit de là la convergence 
absolue et uniforme de la série 


OO 

y fl*cos(apjO V^{x). 

On s’assure aisément que dans chaque intervalle 

/ 2 k — l T. 2 k -t-\ T.\ 

\ 2 J' 




est placée une et une seule racine positive de l’équation (70): il suit de là 
qu’on a 

.2^ — 1 

• T • 


Les égalités (71) montrent que c„ ayant pour n— »-0 la limite égale 
à les fonctions Vj^{x) sont bornées par un nombre c. 

Il suit de là que 


.k-m 

K2 


;sin(ap^0 


fk 


k—in 




<5VV-'S 


46 * 




jt=n 


{ 2 k — 1 )* TC* ’ 


ce qui montre que la série 


k=l 


est aussi absolument et uniformément convergente. 
22. Supposons maintenant que la série 
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<7 9') 2 ( «fc cos (ap^ 0 —sin (op^ <) ) (x) 

est uniformément convergente et désignons sa somme par u (x, t). 
Étant donnée une fonction ç (f), posons 

(80) B (<p (#)) = ^ {^> (< -+- A) — 2? (/) -H ç (< — A)}. 
La série (79') étant uniformément convergente, la série 

OO 

B (u (x, t)) = 2 ^ ^ (“P* 1 

l’est aussi. 

En évaluant 

b 

(81) — ju('ï)K(y,x)B(u(ÿ,t))d': 

0 


on obtient à cause de la convergence uniforme de la série (79'), que l’inté- 
grale (81) est égale à 

OO 

— 2 [®* (cos (ap;t ^ ^ (si« («P*0)] = 

. A ^ h 

. * * 

«-g <i-i- 

On a donc, l’égalité 

(82) M(a;,gdT,^ cttj= — ju(T:)K(i/,x)B{u(i/,i))d't. 
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Remarquons que si la fonction (80) a une limite pour A— *0 qui est 
une fonction continue de cette limite est égale à la dérivée seconde 
de <p(<). 

En effet si 


P — 2<5) (<)-+- ç (< — Æ)) — f{t) 


et si l’on pose 


on trouve 


t U 


9(0 = 


O O 




U 




t O 


t O 


En appliquant la règle de PHospital on trouve 
tx t-h V 

À { J «y *•)<"*! = 

t O t O 

= — ;o| = AO. h-^O, 

d’où il suit que 


et 


lim /î(w(0) = O, — at -*-b 


f(x) = 


^(0 

dt^ 


Si nous supposons maintenant que R {u (or, 0) tend uniformément dans 
l’intervaUe O < a: < fc vers une limite, qui est une fonction continue de (x} 
et de t, c’est-à-dire que pour toutes les valeurs de l’intervalle 0 <æ<ù ou a 

(i* U (x. 0 
dtr~ 


R (m { x , 0) 


< e, si I A I < Aj, 
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•on trouve en passant vers la limite dans (82) que 

6 

<8 3) a* M (æ, <) = — r M (t) X (y, x) uj' {y, t) d~. 

O 

d’où il suit que la fonction u{x, t) a une dérivée seconde par rapport à x 
■et qu’on a 

_â*u{x, t) 

“ dx» “ ■ 

L’égalité (83) montre de plus que la fonction (83) satisfait aux condi- 
tions (66). Ainsi la série (79') donne la solution du problème, si elle est 
uniformément convergente et si, u(x,t) étant sa somme, B(u(x, <)) tend 
uniformément dans l’intervalle OKx^b vers une limite, qui est continue 
comme fonction de x et de t. 


CHAPITRE 6 

Sur quelques points de la théorie du potentiel 

1. La surface {S') est dite de Liapounoff si elle satisfait aux troi 
conditions: 

1) Ou peut construire dans chaque point de (S') le plan tangent 
4éterminé et par conséquent la normale N k l& surface en ce point. 

2) Si d est l’angle entre les normales à (S) aux points et w, et si r 
est la distance entre les points et »»,, on a 

<1) d<JiV\ o<x<i 

jB et X étant les nombres déterminés. 

3) Il existe un nombre d jouissant de la propriété: quel que soit le 
point m sur (S'), les droites parallèles à la normale en tn coupent (S*) dans 
l’intérieur de la sphère du rayon d ayant le centre dans le point tn, dans un 
point au plus. 

Nous donnerons à cette sphère le nom de la sphère de Liapounoff. 
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On démontre sans peine, que si (S') est une surface de Liapounoff et si 


( 1 ') 


Ed'‘ < 


1 

2 ' 


on peut trouver un nombre w, jouissant de la propriété: chaque droite, qui 
fait avec la normale en m un angle moindre que c», coupe la surface dans 
l’intérieur de la sphère de Liapounoff, attachée au point m, en un point au 
plus; on peut poser 


( 2 ) 


tgw = 


1 



En choisissant d suffisamment petit, on peut faire w aussi près de ^ qu’on le 

veut. Si ü) est plus grand que^> les parallèles à l’une des axes des coordon- 

nées coupent (<?') dans l’intérieur de la sphère en un point au plus, quel que 
soit le système des coordonnées. 

Soit la distance entre deux points m et sur (S'). Supposons, 
que est dirigée du point m vers le point Wj. Si est la normale à (S'} 
en Wj et JV, la normale à {S') en m, on a 

(.3) |cos(ri,iVJ| [cos iV,) i 

a étant un nombre déterminé. 

Dans l’intérieur de la sphère de Liapounoff, attachée au point m, on 

(4) \cos{N^,N„)\>j- 

En parlant des domaines limités par les surfaces de Liapounoff nous 
supposons toujours, que la frontière (S) divise l’espace en deux portions, 
dont l’une au moins est connexe. 

La portion de l’espace, connexe ou non, qui contient le point à l’infini, 
era désignée par (D**’); ïe reste de l’espace, connexe ou non, sera désigné 
par (D*'*). La normale à (S) dans chaque point sera dirigée dans 
Nous dirons que nous avons affaire: 

a) Au cas ordinaire, si la frontière de (D<*’) est formée par une seule 
surface fermée (S)] dans ce cas chacun des domaines (D‘‘^) et (D<*’) est 


connexe. 
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P) Au cas (i), si (Z)*’’) est limité par une surface formant la 
frontière extérieure et par k surfaces fermées (5*^*), . . . , qui forment 
les frontières intérieures; dans ce cas est connexe, (Z)*'’’) ne l’est pas. 

y) Au cas {E), quand (D*’’) n’est pas connexe, étant limité par plusieurs 
surfaces fermées • • • j 

2 . Rappelons nous quelques théorèmes de la théorie du potentiel. 
Convenons de désigner par [x(0), . . . les fonctions des points 

(æ), (æj, . . . , 

dont les coordonnées sont désignées par les lettres 


respectivement. 

En désignant par (a;,) le point d’intégration, désignons par (Sî,) la 
surface sur laquelle l’intégration est étendue, la surface étant le lieu 
géométrique des points (^t J; par . . . nous désignerons les normales 

à {S) aux points (a;), (x^), . . . 
a) L’intégrale 


( 5 ) 



cos(r,oAr,) 




qui donne le potentiel de double couche, dans laquelle fx est bornée et 
intégrable, est absolument et uniformément convergente, si le point (x) est 
situé sur (S). 

En désignant par (S) la frontière des domaines, nous entendons sous 
le signe (5) dans le cas (J) la somme 


( M-(l) 

(4«)) 


l=k 




cos(r^gN^) 


d(7. 


'10 


et dans le cas {E) la somme 
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L’intégrale (5) est une fonction qui est régulièrement continue quand 
le point (x) est sur (S). 

Nous disons que la fonction f{x) est régulièrement continue dans tm 
domaine ou sur une surface, si pour chaques deux points (x) et (x^) dans 
ce domaine ou sur cette surface à la distance égale à on a 

! A^i) — 0 < X < 1 . 


Remarque. Si la foncion f{x) est régulièrement continue dans l’intérieur 
d’un domaine (D), la variable f{x) a une limite quand le point (x) en se 
déplaçant tend vers un point m^ sur la frontière de (D) et cette limite est 
indépendante du chemin suivi par le point (a:). 

Nous disons que la fonction! /“(a:) est continue au point (x^), si, quel que 
soit le nombre positif e, il existe un domaine (r^), découpé de (S) par une 
sphère à rayon r^, ayant son centre au point {x^, tel que pour tous les 
points (x) de (r^) on a 

\f{x)—fix^\<f, 

nous désignons par (r^) la portion de (S) découpée par la sphère mentionnée. 

Si le point (»,) est situé dans l’intérieur de ou dans l’intérieur 
de et tend vers le point (x) sur (S), dans lequel la fonction (a (0) est 
continue, on a 


(6) lim J(x (1) da, =j PL (1) (0), ix,)-*(x) 
m " (Si) 


où il faut prendre le signe (-*-), si le point (x^) est dans (.D*'’)) et le signe ( — ), 
si le point (*,) est dans 

Effectivement, lors la démonstration c’est seulement la valeur de 
|(x(a:) — iJi(»o)| est enjeu et cette valeur est infiniment petite, sia est 
continue en point (x^). 

Si la fonction fx est régulièrement continue sur (S), on a 



cos(r„JVj) 


'1* 


da, 


(Si) 


COS 


10' 

r ® 

^10 


(icT^ rp 2 tc p. (0) 


<a.48\ 


8 étant la distance entre les points (a;,) et (x), A la borne supérieure de |p.| 
et a un nombre déterminé. Dans ce cas l’intégrale (5) est régulièrement 
continue dans l’intérieur de (2)^*’) et dans l'intérieur de 
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b) L’intégrale de Gauss 


( 7 ) 


iSi) 


'10 


est égale à du, si le point (x) est situé dans elle est égale à zéro, 

si le point (x) est situé dans et à 2t:, si le point (x) est situé sur (5). 
En effet, si, par exemple, dans le cas (i), {x) est situé dans le domaine 
limité par une surface l’intégrale de Gauss, étendue sur (S*®*)’ 
égale à 4ir et, étendue sur (5*'^, est égale à — 4 tc, car la normale à (5^**) est 
dirigée dans l’intérieur du domaiue que nous considérons. 

On démontre de même l’exactitude de notre assertion pour les autres 
positions du point (x). 

c) Étant donné le potentiel de simple couche 


( 8 ) 



î 


si la densité fjt. est continue au point (x), (x) étant sur (S), on a 


dVi^dr 
(in (In 


2.^(0), 


dv, 

dn 




TU(0) 


en posant 


dn 


_ | > cos . 

— f r * 

J ^10 

(Si) 


}ji(0) est ici la valeur de p. au point (x) et 

dn dn 

sont les limites des dérivées 



df" CKT r, 

^ cos {Nq ;) ■ 


- ^ cos {N^ vi) ^ cos r,), 


qui sont calculées dans un point (x') sur la normale à (S) au point (x), vers 
lesquelles ces dérivées tendent quand le point (a/) s’approche à (a;) du côté 
intérieur, respectivement, du côté extérieur de (S). 
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C’est seulement la valeur de la différence qui intervient 

lors la démonstration du théorème, d’où suit que la continuité de la 
fonction (a au point (x) suffit pour achever la démonstration. 

L’intégrale (8) est uniformément et absolument convergente si le 
point (x) est sur (S), sous la seule condition que fx est bornée et intégrable. 

Si (A est régulièrement continue sur (S), on a 



^Xa 

dn 





•< a 


O étant la distance entre les points {x') et (x), A la borne supérieure de (a 
et a un nombre déterminé. Dans ce cas les dérivées de l’intégrale (8) sont 
régulièrement continues dans l’intérieur de et dans l’intérieur de 
3. Envisageons la suite des réseaux des intervalles 


(9) 


■^1 > ■^1 ’ • • • > ' 


qui est introduite dans le § 1 (1). Supposons que v est choisi de manière 
que chaque intervalle de ayant un point commun avec (S), est tout entier 
dans l’intérieur de la sphère de Liapounoff, attachée à ce point. Nous dirons 
que les portions de (S) contenues dans les intervalles de n > v, sont les 
intervalles situés sur (5). En définissant un domaine des points situés sur (S) 
il suffit d’envisager les domaines contenus dans les sphères de Liapounoff’. 
Eu choisissant convenablement une des axes des coordonnées on parvient à 
ce que les droites, parallèles à cette axe, coupent (S) dans l’intérieur de la 
sphère choisie en un point au plus. En projettant les frontières des inter- 
valles du réseau sur le plan des coordonnées, qui est perpendiculaire 
à l’axe que nous avons choisi, on obtient les réseaux des intervalles plans, 
propres à mesurer les projections des domaines des points sur (S), qui sont 
placés dans l’intérieur de la sphère de Liapounoff mentionnée. La portion 
de (S), découpée par les frontières d’un intervalle B^, est un domaine (d^). 

Soit donné dans l’espace un domaine (co) contenu dans un intervalle (i) 
de B^. Envisageons dans chaque réseau w>v, les intervalles, 
ayant les points communs avec (co), et les intervalles, contenus dans l’intérieur 
de (üj); leurs ensembles forment les polyèdres P„‘** et — le polyèdre qui 
contient le domaine (w) et le polyèdre qui est contenu dans (w); le 
domaine (w) est la limite commune des polyèdres P„‘*\ P„*9 pour n—*oo. 
Désignons par une portian de (S) contenant dans son intérieur («rj. 



8ÜB QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DU POTENTIEL 


219 


étant la portion de (8) découpée par (/). Les points de (aj, qui 
n’appartienneut pas à et forment les domaines (a„ — 

(Uj, — second contenant le premier. Quand n croît, (a^ — croît 

et(<Tj, — décroît; il suit de là qu’ils ont les limites. Les ensembles fermés, 
formés par ces ensembles limites et leurs points limites, sont identiques. 
Supposons que (a;) est un point qui n’appartient pas à l’ensemble limite 
de (cTo — et est un point de l’ensemble limite de (a, — Traçons 
par (x) une droite parallèle à une des axes des coordonnées; il y a des points 
d’intersection de cette droite avec les frontières des PJ"^ et qui tendent 
à se confondre quand n — *■ oo ; il suit de là, que la distance de (x) delà frontière 
de Pj‘^ est infiniment petite et que (cr) est le point limite de l’ensemble 
limite de (aj — 

On conclut de là que cet ensemble limite avec ses points limites forme 
un domaine. Sa frontière est, précisément, contenue entre (a^ — 
et(iTj, — les l)rojections des points de cette différence sur un plan des 
coordonnées remplissent un nombre fini des intervalles'; ou peut faire cette 
différence moindre qu’un nombre donné e, d’où suit que la mesure des inter- 
valles sur (S) qui coutienneut sa frontière est moindre que 2t. 

En désignant par (u, — a) le domaine limite de nous con- 

cluQAS, que si la mesure de — a) est plus petite que celle de (<7^), la 
différence (<T(,) — (o-, — a) = ((T) est un domaine. Nous dirons dans ce cas, 
que (a) est la portion de (S) contenu dans (w). Si la mesure de ((t„ — a) est 
égale à TTg, les points communs à ((u) et à (S) ne forment pas un domaine, 
étant les points limites du domaine (<t,). Comme les limites de (a, — 
et {<7g — sont égales, (d) est la limite de et de 

Si l’on décompose le domaine (w) en deux domaines (wj) et (wj) et si (wj) 
contient la portion (Uj) de (S) et (w,) la portion (a^), on a 

En effet, «), (aW), (<7^2) ayant pour (wj) et (w,) la même 

signification que (<7„**^), pour (w), on a 

(10) (dW) -I- (di’i) < «) «) > 

d’où il suit 

(«Tj) -+-(<?, 
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c’est-à-dire 


4. En désignant par (a) les domaines des points sur (S), supposons 
que p.(cr) est une fonction additive et à variation bornée de ces domaines. 
Posons 


( 11 ) 



I* (gj) 


'10 


1 


en désignant par (a^) le domaine (a) traité comme le lieu géométrique des 
points (aîj) de l’intégration et par la distance entre le point (x) et les 
points (a5j). Nous supposerons toujours que est dirigée du point (x) vers le 
point (aîj). L’intégrale (11) comme fonction des points (x) est définie dans 
l’intérieur de (D^**) et dans l’intérieur de (D**’). En parlant de V nous dirons 
que c’est unpotentiq) desimpie couche en intégrales de Stieltjes. Le potentiel 
de simple couche est évidemment une fonction harmonique dans l’intérieur 
de chaque domaine (2>,) n’ayant pas des points communs avec (S). En désignant 
par (5, ï), !i) les coordonnées du point (x) et par yi^, Cj) les coordonnées du 
point (æ^), on démontre précisément sans peine, que si (x) est dans l’intérieur 
de (D), on a 


dr 


= 1 

(Sx) 




' 10 


i> 


d* F 

W 






(Si) 


Introduisons une fonction des domaines (co) de l’espace en posant: 

1) tt(cü) = 0, si (w) ne contient pas les points (x) qui sont dans 
l’intérieur de (2)**’); 

2) w(to) = 0, si tous les points de (co) sont dans l’intérieur de 

3) U ({xi) — 0, si tous les points de (w) appartiennent à (2)*'*) et si les 
points communs à (w) et à (S) ne forment pas un domaine. 

4) «(w) = tlflf , si tous les points de (w) appartiennent à (2>**0 si 

CO 

les points communs à (to) et à (S) forment le domaine (u). 

Enfin, si le domaine (cü) est tel qu’il y a des points situés dans 
l’intérieur de (2)***) et dans l’intérieur de (2)*’*), la surface (8) le divise en 
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deux domaines Si est la portion de (w), qui appartient à 

posons 

5) U (tü) = > (g) étant la portion commune à (S) 


et à (w"). 

On démontre sans peine que la fonction moyenne u (w) est udditive 
et à variation bornée. Pour s’en assurer il sufSt d’envisager seulement les 
domaines (w), qui contiennent quelques portions (o) de (S). Supposons, 
que (lü) est égal à la somme de deux domaines (w^). La surface (S) 
divise (w) en deux portions (&><'*)) et elle divise, éventuellement, chaque 
domaine (w^) et (w,) en deux portions (w/’), et (w/*), et on a 

(12) (w<')) = (w/»)-^((ü/>); = K‘''0 

Comme on a, les domaines («<"0, «'), ( (O /'’) appartenant à (D*'*), 



( 7 ), (dj) et (dg) étant les portions de (S) contenues dans (w"), (w,"), et la . 

seconde des égalités (12) donne (d) = (dj)-H(dg), on a 


i’où il suit 


[/. (d) d = |X (d,) dj -H [X (dj) dg 
U (w) lü = M (lüj) (üj -+- M (lüg) lüj 


Enfin, (lü) étant divisé en portions (lüJ, . . . (luJ, on a 

ï |tt((ü^l = £ |fx(d.)| d. < Jf(d) d, 

si M(a) est la variation moyenne de (x(d); ici (d^) désigne la portion de (S) 
qui est contenue dans (tu/'), où (w/') est la portion de fio^) formée par les 
points appartenants à l’intérieur de (D^**) et par leurs points limites. 
Formons maintenant le potentiel newtonien 


(13) 



La fonction u(tj^) étant égale ù zéro pour chaque domaine, n’ayant 
pas les points communs avec (S), l’intégrale (13) a un sens, si le point (x) 



222 


K. GUNTHEE. SUE LES INTÉGBALES DE 8TIELTJES 


est dans l’intérieur de où de (!)•*’)• En supposant que le point (*) 
a la position mentionnée, nous avons que P est la limite de la somme 


(14) 


t=n 





les domaines étant les portions de (Di*'*) et r-^ étant la distance entre 
le point (x) et le point placé dans (wj***) d’une manière quelconque. 

En décomposant (5J en portions . . . ( 11 '"*’), en choisissant 

(cü/'>), . . . (i^r) 


de manière, qu’ils contiennent respectivement ces portions de (5) et en 
prenant les points dans ces domaines sur (S), nous obtenons pour la 
somme (14) l’expression 


d’où il suit, que 







Nous avons démontré dans le chapitre 2, que si, pour chaque 
sphère (cd^,) du rayon r,, le produit «(w^) r*~'' est borné, l’intégrale (13), 
c’est-à-dire l’intégrale (11), est une fonction continue de (x) dans tout 
l’espace. 

Soit (x^ un point situé sur (S). Construisons une sphère du rayon r^, 
ayant le point (.-r,) pour centre. Noue avons, (cj,) étant la portion de (8) 
découpée par la sphère, 

a,= rd(T= r , 

® J .)cos{NNJ 
(»o) (V) 

(a^') étant la projection de (d,) sur le plan tangent à (S) en (Xq) et la nor- 
male au point (x^. 
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La projectioD sur ce plan de la distance de jusque la frontière 
de ((tJ est plus grande que^r^, car 

r(,cosa = r,sin(|- — a)> r,sinu)> 
où U) est le nombre mentiouné dans le § 1 ; on trouve dune 

^<(Tj<2Trro*, (To = or,», a>j- 

Supposons, que pour chaque sphère du rayon r, on a 

(15) ilf <5, 

M{a) étant la variation moyenne de a(ff). 

Supposons, que (w) est la sphère d’un rayon r; soit (a) la portion de (S) 
contenue dans (w) et supposons que (a) est dans l’intérieur d’une sphère du 
rayon construite autour d’un de ses points; r,, est moindre que 2r. Nous 
avons 

U((ü) < _ 

^ (ù (ù (O 

^ ^ X-* 

lù ^ tu fS ^ 

Il suit de là, que 

(16) <bB = B,. 

L’inégalité (16) montre que le potentiel (11) est une fonction continue 
dans tout l’espace, si la condition (15) est satisfaite. 

Ou démontre facilement que l’inégalité (16) entraine l’inégalité (15). 
Si Uj((ü) et Mj((ü) sont les parties positive et négative de «(w), on a 

Mx(‘-o)»-o*~^ < «,(a)i)rr" < B,. 

Or, si fA^(<r) et (i,(ar) sont les parties positive et négative de [A(a), on a 
évidemment pour chaque portion (or,) découpée par une sphère du rayon 

I^I (<^o) — f^t i<^o) ^0 — (“o) % — «« (“o^ "o • 
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La function [i.(a) étant la différence entre deux fonctions positives 


on a 


“i (s") «■>0 «aK)^>0 ^ 

«0 «0 




M| (Mo)«Oo 
•^0 


^ 3 



1_ 

3a r^-'^ ’ 




On démontre de même, que 


<-B' 


d’où suit l’inégalité (15). 

5. Nous dirons qu’une fonction V est harmonique dans un domaine (D), 
si dans chaque point de (D) elle possède les dérivées secondes qui vérifient 
l’équation de Laplace, et si ses dérivées premières sont régulièrement 
continues dans l’intérieur de (D). 

Si la fonction V est harmonique dans chaque domaine (D') contenu 
dans l’intérieur du domaine (D), nous dirons que F est harmonique dans 
l’intérieur de (D). 

Supposons qu’il soit donnée une fonction harmonique dans l’intérieur 
de ou dans l’intérieur de 

Envisageous une portion de surface (c) placée toute entière dans 
l’intérieur de respectivement, dans l’intérieur de (D'*’) et nommons 

l’expression 



le fiu.x moyen de V par (a'). 

Si (a') se déplace convenablement, en se déformant éventuellement, et 
tend à se confondre avec une portion (a,,) de (6), le flux moyen <t'(F) peut 
avoir une limite déterminée. 

£u supposant, que la direction de la normale à (a') est telle qu’en 
limite elle se confond avec la direction de la normale à (cr^, nous désignerons 
cette limite, si elle existe, par a^^'^F), si (a') appartient à (D**’), etpar (F), 
si (a') appartient à 
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Théorème. Soit donné un potentiel de simple couche 


( 11 ) 


m 




'10 


dans lequel la densité moyenne fii.(cr)est une fonction additire et à variation 
bornée. 

Soit donné une portion de {S). Si l’on a 


(17) = 

I 

le flux moyen de F a une limite déterminée, .quand (a') tend vers et on a 


(18) 


où 

(19) 


(<^i) A: (<T«, 1 ) d(T, H- 2 ti (X (<Jo), 

m 

I — 2iî(A(a,) 

(Si) 


A'(c7, 


' » J »-io® 

(») 


Ng étant la normale à (iS) au point (x) sur (S). 

Nous désignons ici suivant les conventions du chapitre 1 par M((Tg), 
respectivement par M(ag), les limites des variables M(a), resp. M(g), dans 
lesquelles (ff), resp. (à), est un domaine contenu dans l’intérieur de (cr) resp. 
un domaine, contenant (c) dans son intérieur, quand ( 5 ), resp. (â), tendent 
à se confondre avec (a). 

Remarquons en premier lieu que les conditions (17) sont satisfaites, 
si la fonction (ji.((t) est continue dans un domaine pour lequel les points sur 
la froutière de (og) sont les points intérieurs. Ën effet, dans ce domaine la 
variation moyenne ilf(<i) de |x(<t) est aussi continue suivant les théorèmes 
du § 5 (1). 

En second lieu remarquons, que suivant l’assertion (a) du § 2 la 
fonction A; ( 9 , 1 ) est une fonction continue dans chaque point (xJ sur (/S), 
car A; ((T, 1) est égale à un potentiel de double couche, dont la densité est 
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égale à — 1, quand le point (x) est sur ((t), et est égale à zéro, quand le 
point (x) est en dehors de («r); dans le potentiel de double couche, efiFective- 
ment, l’angle entre la normale et la distance est égal à N^. 

Nous avons montré à titre d’exemple dans le § 4 (1), que si (S) est 
une surface de Liapounoff, la fonction A(o-, 1) est additive et à variation 
bornée pour chaque (x^) et que sa variation moyenne est égale à 

(») 

ses parties positive et négative étant égales à 

i {Ki<y, 1)1, 1 {Ki^, 1) — AK !)}• 


La fonction K (g,!) est continue sur (S^) comme fonction de (aîj). En 
effet, soient donnés deux points («J et (x^^) à la distance h. Soit S plus 
grand que h. Les intégrales 


1 Ç \cos (r^oNo)\ 
J »-iû* 


1 nco8Ko'iVo)| 

•î J 


ou (8) est la portion de (S), découpée par une sphère du rayon 8 ayant son 
centre en {x^, et rj la distance entre les points K') et (a;), sont respective- 
ment plus petites que 

^2.271.(28/' 

et r < r ) 

<j\ g\ GA 


comme on s’assure aisément en construisant la portion découpée de (Nj) par 
une sphère du rayon (8 -+- h) ayant son centre en (x^). 

Or on a 


|1 — rfjl <-1 pcosKo-NolIdg 

! -I J « J ''lO® i ® J V 

((T) (<t) (4) 

r lcosfViVo)! , t I |'| |co3Ko^(i)I IcosKo'-ZVoil K^ 
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On peut choisir o assez petit pour que chacune des deux premières 
intégrales dans la partie droite soit moindre que ^ ; ayant choisi 8, on peut 

«J 

choisir h assez petit, pour que la dernière intégrale devienne plue petite 
quei. 

La fonction K{a,\) étant pour chaque (<t) la fonction continue de (iCj), 
la variation totale de A;(i7, 1) est bornée comme fonction de (æj; la 
fonction h {a, 1) répond donc aux conditions du théorème du § 9(2); nous 
sommes convenus de dire que le noyau A;(<7, 1) répond dans ce cas à la 
condition (Â). 

La fonction le {a, 1), étant la moyenne d’une fonction intégrable, est 
absolument continue pour chaque position du point on a donc, pour 
chaque position du point {x^ 


Â’(ff,l)cr <£, 
si 

le nombre y] étant convenablement choisi. 

Le choix de t) est, cependant, indépendant de la position du point (a;^). 
En construisant une sphère ayant le point (a^J pour centre et le rayon 8 
suffisamment petit, nous avons 

P cos (rioCiVoH 
(5) 

en désignant par (8) la péortion découpée par cette sphère. 

Étant donné, maintenant, un domaine (<t), désignons par (cr 8) la portion 
commune à (<t) et à (8). 

Nous avons: 


J- 

(^) 


r * 

MO 


(oS) 


(ç — tjS) 
-H 


< 


¥' 
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Donc, si 

e ( V - 

-J < y 6* = y;, 

J’inégalité 

^jo'' 

subsiste indépendamment de la position du point (æj. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème. En utilisant le 
théorème du § 8 (2) nous pouvons écrire 




(»') (»') (Si) 


la fonction 

( 21 ) 


t®') 

COS(»-10 -Vq) 


'10 


étant bornée et continue comme fonction de (x^), si ce point est situé sur {S). 

Désignons par (S*®’) le domaine, obtenu de (S) en retranchant le 
domaine (dj). En se servant des égalités (17) on peut construire deux 
domaines (6<®*) et (0,) contenus respectivement dans (S^®’) et dans et 
ayant la frontière de (aj pour leur frontière commune, tels qu’on ait: 


jtf(6(®))e(®)<±, jf(ej0^<±, 


Si (6) est le domaine formé par la réunion de (6‘®') et (O,,), on a 


ili-(0)6<|. 

Nous n’avons pas fait jusqu’à présent aucune supposition sur le 
déplacement de (<t'). Supposons que la courbe, qui limite (a), décrit 
quand (a) se déplace, en étant suffisamment près de (dj, une portion de sur- 
face (S) qui possède dans chaque point un plan tangent déterminé. 

Supposons, pour fixer les idées, que (d') est dans l’intérieur de (D**’)* 
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Si le point (xJ sur (S) n’appartieut pas à (6), l’intégrale de -Gauss 


( 22 ) 


(/- 

(«Xo) 


«08 (rj„iVo) r cosCripiV^) ^^ ^ r cosÇrjnJir,) 


^10 


-J 


'10 


( 8 ) 


'10 



est égale à zéro, quand le point (xJ est sur et est égale à 2it, quand 
le point (a^j) appartient à (o-^; nous mettons le signe ( — ) devant le second 
terme dans (22), car la normale dans l’intégrale de Gauss doit être dirigée 
dans la portion de l’espace, qui est extérieur au domaine, limité par ( 7 ,), ( 7 ') 
et (S), tandis que dans cette intégrale il faut diriger la normale, suivant la 
convention faite ci-dessus, vers l’intérieur du domaine. 

Or, il est facile de démontrer que l’intégrale 


(23) 


/ 

( 5 ) 


cos(rj^) 


f/7 


' lO 


est infiniment petite, quand le point (x^ est en dehors de (0). Les valeurs 
de i étant dans ce cas supérieures à un nombre q, l’intégrale considérée 
est plus petite que 


^ étant la mesure de (S), d'où il suit que, si ( 7 ') est assez près de sa limite, 
l’intégrale (23) est moindre que t. 

Si le point (a;j) est dans (6), les intégrales 


y 

(®o) 


’cos(r^o ^ ^71 


'10 


K) 


cos (r^ iVo) 


rf7| 


'10 


sont bornées, en prenant les valeurs comprises entre 0 et 4-;:. 
Étudions maintenant la différence 



( 24 ) 
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On peut lui donner la forme 


(25) 

(V')) ('o) ** 


w [I ■ -/ ■*- 

(«o') («') (®o) 

(«l) («') 


(8) (»') 


(0) (<ro) 


OÙ et (a',) sont les portions de (S‘®’) et (a^,) en dehors de (6). 
Chacun des deux derniers termes dans (25) est plus petit que 


r26') 


-4TtiH(ô)0 < — • 


Si nous supposons que («r') est assez près de (cr^) pour que la 
différence 


soit plus petite en valeur absolue que t, le troisième terme dans (25) sera 
plus petit, que 


(26") 


t At: l' 




47c M{S) s 


£. 


(5i) 


Le second terme dans (25) diffère de 


(27) 



d(j^ 



(«oO (5) 


d<Tj 


par la quantité 
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qui est en valeur absolue moindre que 

( 26 "') i ^ i¥(a;) a.; < i Z. 

ffo ^ «O ^ *^0 

Or, la limite de pour est égale h (x(<Tj) 

car fx(CT, — (7j') (a, — 7^') est plus petite eu valeur absolue que 

Il suit de là que la quantité (27) diffère do 

(28) 2nfA(a„) 

moins que 
(26'’^) 


*>— 


'J.) 4 


Le premier terme dans (25) est plus petit en valeur absolue que 


(6(1)) (5) 

et, par conséquent, est plus petit que 


(2 6'') 4 - r ¥{S<»)) < - ¥(S'<*>) S"»*. 

S-'. X ^ *^0 ^0 

(5i(i)) 

En recueillant toutes les inégalités obtenues, nous concluous que (24) 
diffère de (28) en valeur absolue moins que 

¥(5)5h- ^ i-H- e -s- lî e, 

S <io 4 «Tft Tj 

d’où il suit que les égalités (18) sont exactes. 

6. Quand la fonction moyenne fit.(a) répond à la condition mentionnée 
dans le § 4 : pour chaque sphère du rayon ayant son centre sur (5) on a 


ü 1 


(15) 


¥(cr„)r„^-"<B, 


(Ug) étant la portion découpée par cette sphère, ou peut donner au théorème 
une forme plus précise. 
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Désignons par (L) la frontière du domaine (ag). Supposons qne la 
courbe {L) est rectifiable. Prenons un point sur (Z) et construisons une 
sphère du rayon r^, ayant ce point pour centre. La longueur de la courbe 
dans l’intérieur de la sphère surpasse 2ro, car est la distance entre le 
centre de la sphère et les points, où (L) sort de la sphère. En construisant 
une seconde sphère autour du point, dans lequel {L) sort de la première 
sphère, une troisième sphère autour du point, où (Z) sort de la seconde 
sphère et ainsi de suite, nous couvrons (Z) par un certain nombre des 
sphères du rayon r^; ce nombre ne surpasse pas 

L 

, 

♦•o 

Z étant la longueur de (Z). 

Nous avons démontré dans le § 4 que la surface de la portion 
écoupée de {S) par une sphère du rayon ayant son centre sur (S), ne sur- 
passe pas 

Si l’inégalité (15) est satisfaite, on a pour chaque portion (o,') 

d’où il suit que si l’on prend pour (6) le domaine, couvert par les sphères, 
qui couvrent (Z), on aura 

|-af(Q)| e < - = 2izBLr^. 

Gomme le dernier nombre tend vers zéro avec r,, on peut faire ilf(6)6 
moindre que ^ en choisissant convenablement r^. 

Donc, si la condition (15) est satisfaite, les égalités (17) ont lieu pour 
chaque domaine (a^) limité par une courbe rectifiable. 

Noos nous contentons ici de cette remarque. 

7. Étudions maintenant, pour l’éclaircir, le cas, quand la fonction 
moyenne |ji(9) ne satisfait pas aux égalités (17). 

Soit (Z) la frontière de (a^) et (S^®*) le domaine {S — a®)» qo’on obtient 
en retranchant de {S) le domaine (o,). Supposons qne la courbe (Z) est 
rectifiable. Soit (f) une portion de (Z); désignons par ((7<*>) un domaine, 
appartenant à (S***) et ayant avec (Z) des points communs, qui forment la 
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portion (/); désignons par un domaine, appartenant à (7^) et ayant 
avec {L) des points communs qui forment la portion ( 1 ). 

Nous supposerons, en premier lieu, que les deux conditions suivantes 
sont satisfaites: pour chaque (Z) les variables M{(^*^) a***, M (</**) ont 
les limites bien déterminées, quand respectivement, ( 7 <*>) tendent 

vers zéro. 

Les conditions mentionnées ne sont pas toujours satisfaites. Par 
exemple, supposons que, étant donnée un point (a:^) sur (S), ou a: [x(<j) = 0, 

si (Xg) n’appartient pas à (7); pi (7) = si (xJ est un point intérieur de (7) 

et pi( 7 ) = i > si (ajj,) est sur la frontière de (7), oq, a, étant les angles 

formés d’après la règle qui suit: construisons une sphère du rayon r, ayant 
le point (Xg) pour centre et envisageons les angles a/, a^' entre les rayons 
menés du point (xJ aux points d’intersection de (L) avec cette sphère, les 
plus proches à (iCgj, et un rayon déterminé, comptés dans une direction fixe; 
nous désignons par et les limites de «,' pour r— *-0 (ou les limites 
inférieures, si ces limites n’existent pas). 

Si (Xj) est l’extrémité de (l), la limite de {*(7*®* ) a**' dépend de la limite 
de O, — ttj. 

Remarquons, que dans le cas considéré: 



étant la distance entre les points (x) et (a;^). 

Sous les deux conditions posées les variables (ji( 7 **’) t*®*, [*(7**’) 7^" ont 
les limites bien déterminées. 

Supposons que (7^*®*), (7,,,^**) sont deux domaines de la forme ( 7 <**). 

Soit (ÿ) leur portion commune, (cj la portion de ( 7 ^‘**), qui n’appartient 
pas à ( 7 ^<*> ) et (c^) la portion de (7^**), qui n’appartient pas à ( 7 „<**). On a 
évidemment 

— K'*’) = lM-(0^n — 

= Jf(7„<®') 7„<®' -r- M (7 J®>) crj» - 
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Or, suivant la convention : 

M{g)g 

ont les mêmes limites. Il suit de la, que 

infiniment petite, d’où on conclut en premier lieu, que a </*’ a une 
limite et, en second lieu, que cette limite est indépendante de la loi de 
variation de </*>. 

Nous désignerons les limites de ) et de 
et (l) l, ces limites dépendant seulement de (l). 

Il suit de là, [a,(<j) étant les portions positive et négative de (x(cr), 
que les quantités îis(<r‘‘0 possèdent aussi les limites 

bien déterminées; ces limites étant (I) I, (l) l, on a évidemment 

v<*>(0 = v — V = v/‘>(0-v/)(I); 

on a, par exemple, 

V W {l) l = lim Pi (cr'*)) a<«' = lim ]r (ilf a**» h- [i (a<«>) cr"'). 

Ayant en vue les remarques faites ci-dessus, nous pouvons, pour 
simplifier les raisonnements, supposer que les valeurs de ^.(a) ne sont pas 
négatives. 

Introduisons une fonction moyenne 0 (a) d’après les conventions 
suivantes; supposons que: 

1) 6((t) = 0, si (a) est un domaine, qui ne contient pas les points 
appartenant à (L) et formant un domaine (à une dimension). 

V<*) (l) l 

2) 0(a) = — si tous les points intérieurs de (a) appartiennent 
à et si (l) est la portion de (Z) appartenante à (<t). 

3) 6 (ff) = - — ^ , si tous les points intérieurs de (a) appartiennent 

à (cTo) et si (l) est la portion de (Z) appartenante à (a). 

4) 0(9) est une fonction moyenne additive; il suit -de là, que si le 
domaine (a) contient les points intérieurs, qui appartiennent à (S^) et les 
points intérieurs, qui appartiennent à (9g), on a 
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Envisageons maintenant la fonction 
8(a) = (/.(a) — 

On a 


A = tx ('a'*>) cr<^' — 0 (o<*)) (t<*> = fx ) 7 <*> — v<*) (l) l, 
limd(a<*»)(T(‘'=rO. (cr<*)) — 0 

d (T<'» = (X (a'*') a“' — 6 (crC’>) = }x (a<'>) a»*’) — v<‘> (0 1, 

lim d = o; ((T^'O 0. 


On s’assure sans peine, que les valeurs de 9 (a) ne sont pas négatives. 
En effet, en partant d’un domaine donné ou on peut toujours le 
changer en le réduisant à zéro de manière, que chaque domaine suivant 
soit contenu dans le précédant; les valeurs de fx(a) étant positives, il suit 
de là que (x((t^*’) ct**', ainsi que |x(ff^*’) se diminuent en tendent vers 
leurs limites La fonction d(a) étant additive et ayant ses valeurs positives 
est à variation homée. 

Ainsi on voit que (6‘®>) et (6^) étant les domaines, qui ont été introduits 
dans le § 5, 

lim d (e<«>) 0<®> = 0, lim 5 (0o) 0# = 0 ; 


d(<T) satisfait aux conditions (17) et le théorème du § 5 subsiste pour la 
fonction 


Or on a 



U (ff) = d ((j) 0 (a) 


et on s’assure sans peine, que 


{Si) 





"10 


=r[v‘*)(i,)H-v<'>(g] 

(A) 



la partie droite de l'égalité étant l’intégrale de Stieltjes, étendue sur la 
frontière (L) de 
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On a dans le cas considéré 



et le tliéorètne du § 5 est applicable au premier terme de V. 
Remarquons encore qu’on a 






^ (v(«)(/.)-l-v(<)(Z))£ 


On a, en effet, 


a (a) £ = 0 a -+- 6 (ff) 7. 0 (a) = 0 

jji (aj a = d (â) a -H 0 (S) â, 6(ë)a = ((V‘* (L) -+- v*** (L)) L. 

Remarque. Nous avens supposé que la courbe (L) est rectifiable. Dans 
le cas contraire, on ne peut pas parler d’une fonction moyenne des arcs de 
la courbe. 

8, Supposons que les valeurs de [x(CTj ne sont pas négatives. Prenons 
sur {S) un point et l’entourons par une sphère, ayant le centre en (a:'®’) 
et le rayon égal à r; convenons de désigner par [r] la portion de («r) 
découpée par cette sphère. 

Si la limite de la variable [x ([r]) [r] est différente de zéro quand r tend 
vers zéro, le point (a*®*) est dit le point singulier. 

Lemme. Les points singuliers, situés sur (S) sont en nombre fini ou 
forment un ensemble dénombrable. 

Envisageons les points singuliers, pour lesquelles la limite de fA([^])[»'] 
dépasse un nombre a. Si le rayon r est plus petit qu’un nombre r,, (x([r]) [r] 

est plus grand que ^ • 

On peut donc entourer ces points singulkrs par les sphères, n’ayant 
pas des points communs et telles que pour chacune d’elles [x([r]) [r] est plus 

grand que|- 

Si N est le nombre des dits points singuliers, on a 
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et comme la fonction (x (d) est à variation bornée, surpasse pas J5, B 

JL 

étant la variation totale de fx (a) sur (S). 

En prenant ponr a successivement les nombres 1 ,-^ 1 ^)..., nous 

2 O 

pouvons donc énumérer pas à pas tous les points singuliers, situés sur (S). 
Si (as*"^) est le point' singulier portant le numéro n et si 

»»„ = lim(x([rj)[rj, r„^0, 

où est le rayon de la sphère ayant le centre au point la série 

m, -t-m, ••• 

J X n 

est convergente, car la somme de ses n premiers termes, qui sont tous 
positifs, ne surpasse pas la borne totale de (x (a). 

Nous dirons, que est la masse du point singulier 
Remarquons, que si l’on a pour chaque portion [r] l’inégalité 

M([r]}r^-^ < 7?, 

il n’existe pas des points singuliers. En effet, nous avons vu dans le § 4, 
qu’on a 

[r] = or*; 

il suit de là, que sous la supposition faite ci'-dessus 

Jlf([r])[r] est donc infiniment petite avec r. 

Soit un point singulier. Désignons par sa masse. 

Introduisons une nouvelle fonction moyenne pi (a) suivant la règle: 
posons (X ((T) = (x(cr), si le point (a;'®’) n’appartient pas à (<t) et, dans le 
cas contraire, fin désignant par (o^) la portion commune à (a) et à [r], 

p. (<t) = lim (X (o — (T^), r — »• O 

cette limite existant toujours, c&r fi(a — o’,.) (cr — a^) augmente, quand r 
diminue, les valeurs de fx (o) étant positives. 
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La fonction (1 ((t) est additive. Si((j) est décomposé en deux portions 
et on a 

d’où suit 

û (cr^) CT^ -H â <T^** = [i (a) u . 

Enfin, pour la fonction à (a) le point (a;***) n’est pas un point singulier. 
Si l’on pose 

l^([r])[r] = /(r) 

on a 

|i(W) [r] = nr)-r{-i-0). 

car 

|i (M) M = Jim,* (W - [r,]) (W - [r,]) = 

= i‘(W) [>■] - W. 


Il suit de là, que 


Posons 


lim (JL ([r]) [r I = 0, r — *• 0. 

x(a) = (^((T) — (i(ffj. 


la fonction x(a) étant additive et ayant toutes ses valeurs non négatives. 
Gomme on a 

x((i)==0, 

quand (a) ne contient pas le point et x (t) a = m = lim (x ([r]) [r] 
dans le cas contraire, ou trouve sans peine 


rr _ I’ .«■ (“^i) _ r H- («i) <^«1 . »* 

— r — ) r r (®i 

c' 'lo Mo M 


r,<®> étant la distance entre le point (a?) et le point 

9 . Théorème. Soit (/) une portion de (L). Si les extrémités de (/) ne 
sont pas les points singuliers, les limites des variables (jL((T*'’>)(j<*>, (x(«j<'>)(j<'\ 
qui ont été introduites dans le § 7, sont bien déterminées. 

Démontrons le théorème pour la variable 

Soit le domaine qui varie suivant une loi déterminée; désignons 
par (/)i la limite de (x(<xl‘*,) 
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feoit le domaine qui varie suivant une autre loi. 
Si n, est assez grand, ou a 

( '^5?,..) (0 ^ < f ’ pour n, > w, . 


Entourons les extrémités de (l) par les sphères à rayon r, ayant ces 
extrémités pour centres et choisissons r de manière qu’on ait pour chacune 
d’elles 

!*(W)W<f 


Si n est assez grand, les portions de qui n’appartiennent 

pas à (4?»,) sont dans l’intérieur des portions de (S) découpées par les 
sphères mentionnées. Comme |x((T)a', calculée pour le domaine («r) contenu 
dans est plus petite que fi «if,,, il suit de là, que 








Or, si n, est assez grand, tous les points de excepté les points 

appartenants à deux sphères mentionnées, appartiennent à On a donc 

- I < 1* «’) KJ 

Il suit de là, que 

< P- ( < K- ( '^tn, ~*~Y ^ 


c’est-à-dire que 

ce qu’il était à démontrer. 

Comme corollaire nous obtenons: s’il n’y a pas sur (L) des points 
singuliers, les raisonnements du § 7 sont applicables à (t,). 
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Dans ce cas la fonction moyenne 

v (0 = v <*>( 0 h - v <'>'(0 


des arcs de la courbe {L) est continue. 

Supposons que (ij est une portion de il), qui est contenue toute entière 
dans l’intérieur de (/) et que Supposons, que 

V (/) Z — lim V (ij) = A: >• 0. 

Pour un choix convenable de on a 

si (/j) est plus près de (/) que (f/®*). 

Construisons deux sphères, ayant les extrémités de (/) pour centres et 
passant par les extrémités de (ij). Si r, et sont les rayons de ces sphères, 

tend vers zéro, quand tend vers (?) et pour un choix convenable de (IJ 
on a 

!*([<•]) < 7 - 

Soit (tr) un domaine contenant (?) dans son intérieur, les extrémités 
de (?) étant sur la frontière de (cr), et désignons par (a,.) et (arj) les portions 
de (it) contenues dans les sphères mentionnées. Nous avons 

lim fx (a) cr == V (?) ?, lim (x (a — — a,) (a — — a,,) = v (?J ?j . 

On a, pour un choix convenable de (a): 

0 < O.((j)or — v(?)? < 

0 <(x(cr — cr,, — crj(cr — CT^ — ffj — v(?j)?j < j 


d’où suit 
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et 

ce qui est contre l’hypothèse. 

En appliquant les considérations ci-dessus aux parties positive (d) et 
négative p.j(<T) de la fonction moyenne (x(cr), on trouve sans peine 


(30') 






=r»w 

(5i) 





où est égale à la différence des masses du point singulier pour les 
fonctions et (*j(d) — à la masse du point (a/**) pour la fonction (x(d), — 
et d (d) est égale à la différence des fonctions (a), et d, (a), qu’on obtient 
à l’aide des fonctions dj (a) et (d) après la transformation du § 7 ; v (l) I est 
égale à la différence entre (i (d) et d (a). Au premier terme de la somme (30') 
est applicable le théorème du § 5 ; la fonction moyenne v (l) des arcs sur (L) 
est continue (on suppose que la courbe {L) est rectifiable). 

Remarque. Il est possible que la fonction fA (a) n’est pas continue dans 
le voisinage de (d^), tandis que le dernier terme dans (30') est absent, les 
valeurs de v(Z) étant égales à zéro. 

Pour donner un exemple, posons que la fonction (Xj (d) est continue et 
formons une fonction moyenne k (a) d’après les règles suivantes. 

Supposons, que la courbe (L), qui limite (d^), est rectifiable. 

1) fc(d) = 0, si (d) n’a pas des points communs avec (L) ou si les 
points communs à (L) et à (d) ne forment pas un domaine (à une dimension). 

2) A: (d) = ) si tous les points intérieurs de (d) appartiennent à (d^) 

et si les points communs à (L) et à (d) forment le domaine (l) à mesure l. 

3) k (a) — — - , si tous les points intérieurs de (d) appartiennent â S(®) 

<J 

et si les points communs à (X,) et à (d) forment le domaine (l) à mesure l. 

4) la fonction A;(d) est additive. 

La fonction k(<j) est à variation bornée, sa variation totale étant égale 
à 2L. La fonction (jL(d)== (Xj(d)-i-A:(d) n’est pas continue, car on a 


^ (<^o) — E (^o) S = ('^o) M V <^0 = ' 
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la correspondante fonction y(l), qui est attachée au domaine est 
cependant égale à zéro. 

On s’assure sans peine, que les intégrales 

r fx (a) ç (æ) d<7, r (Xj (a) 0 (r) d>s 

(i) 

sont distinctes seulement dans le cas, quand la frontière de (£) a un domaine 
commun avec (L); ces intégrales, étendues sur (S), sont à cause de cela 
égales et eu évaluant, par exemple, V, on peut remplacer la fonction (x((t) 
par la fonction jXj((T). 

10 . En retournant aux notations du § 5, supposons que la portion de 
la surface (8) qui y est introduite, répond aux conditions de Liapounoff. 

On s’assure aisément que dans ce cas l’intégrale 

(28', I 

•J ^10 


tend, comme fonction de (x^), uniformément vers zéro, si le point iXj) est 
situé sur (L). 

En effet, entourons le point (x^) par une sphère du rayon y] assez petit 
pour que cette sphère soit dans l’intérieur de la sphère de Liapounoff attachée 
au point (zj. 

Si [yj] est la portion de (8) découpée par cette sphère, on trouve, en 
répétant les raisonnements maintes fois employés, que 


h] O 

Dans la portion de (8) en dehors de [yj] on a > yi; il suit de là, que 
IJ ♦'lO 


(5-h]) 


On a donc 


jj fos (»10 

(5) “ 


-No» 


da 


4t: 1 > 
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Si l’on pose 

y! = o8' 

on trouve que, (8) étant assez petite, l’intégrale (23) est plus petite qu’un 
nombre e donné d’avance. 

Supposons maintenant que la surface (8) est tangente à (S) dans les 
points appartenants à (L). Distinguons deux cas; le cas (a), dans lequel (8) 
est le prolongement de (<tJ et le cas (6), dans lequel (8) est le prolongement 
de 

Il est facile de construire des pareilles surfaces (S) en traçant les 
droites, parallèles à une direction donnée, et en prenant sur ces droites 
à partir de (S) les segments proportionnels aux puissances de la distance de 
la droite de (L); le lieu géométrique des extrémités de ces segments possède 
dans le voisinage de (L) les propriétés attribuées à (8). 

Prenons maintenant le potentiel 

— Çi^üi. 

J ^10 


(L) étant la frontière d’une portion ( de [S ), et étudions la différence 


<31) 


(<f') (il) 


(il) (h (%) 


’‘io 1 


Comme l’intégrale 


/««(J 

(il) (8) 


COS 


'10 



est infiniment petite, avec (8), si (8) est assez petite, l’intégrale 


(il) (ii) 
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dans laquelle (S) est la surface fermée, composée par réunion des portions (o'), 
(ffo), ( 8 ), diffère de (31) par un nombre de la forme a i, t étant choisi 
arbitrairement. Or on a 


— r rfa, = 2r. 

J ^10 

(S) 

dans le cas (a) et cette intégrale est égale à zéro dans le cas (b). Il suit de 
là que la différence (31) diffère aussi peu qu’on le veut de 2itv(i)L dans 
le cas (o) et de zéro dans le cas ( 6 ), si certainement, la portion (a') est dans 
l’intérieur de dans le cas contraire cette différence a pour limite 

— 2 itv(L)L et zéro respectivement. 

On obtient de même que pour le potentiel 

1 

IV — 

^10 

la différence 

j fifj ( ces 

(c') 

a pour limite dz 2 -ir dans le cas (a) et zéro dans le cas (b). 

En recueillant tout ce qui a été dit on peut obtenir, en utilisant la 
formule (30'), que dans le cas (b) 

<^ 0'” ( ^0 = 2 7 : ^ (^ 0 ) cr„ f F) a, = — 2 rjA ( 7 ,) a„ 

et dans le cas (a) 

a,'’> (F) ^0 = 277 (Z (<7,) ( F) - 277 fl (a„) a,, 

ce qui montre que la limite de t'( F) dépend effectivement de la mode de la 
variation de (a'), si les conditions (17) ne sont pas satisfaites. 

11 . Si la condition (15) n’est pas satisfaite, le potentiel 



peut devenir inôni dans les points sur (S). 
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Supposons, par exemple, qu’une portion de (8) est plane et que sur 
cette portion 



P étant la distance entre le point (x) et -un point fixe (x^. L’intégrale (11) 
cesse d’être convergente, quand le point (x) se confond avec le point (æ,). 
En effet, l’intégrale (11) prise sur le domaine (a^) entre deux cercles 
concentriques, ayant leurs centres en (x^) est égale à 


(»o) (»l) P 


P 


P* 


(<ro) 


Ps 

Pi P Pi 



Supposons que est contenu dans l’intérieur d’une sphère de 
Liapounoff, attachée à un de ces points {x^. En traçant par les points de ( 9 ,) 
les droites, parallèles à la normale à (S) en {x^), construisons sur les 
droites les segments de longueur 8 à partir des points de ((7^). Le lieu 
géométrique des extrémités de ces segments est une portion de surface (</), 
identique à ((t^) et placée, suivant le cas, dans l’intérieur de (D^*’) ou dans 
l’intérieur de (Z)‘*>). 

Envisageons la moyenne de V sur (<t'): 


F(cr') = 1 r Fcfa' = r (X (aj m (a', x,) da, , 
{«') (5i) 

ayant posé 

(32) jj^d(T = m{<j,x^). 

(ff) 


On s’assure aisément que la moyenne F (a) tend vers la limite, qui 
est égale à 

^ K) («^i) K . * 1 ) 

(Si) 

Eu effet, si 8 tend vers zéro, la moyenne m{a'x^ tend uniformément 
sur (Sy) vers la limite égale à 

(32) »»K.«i) = 7fr' 

"0 J '10 
(»o) 
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Pour le démontrer, construisons un cylindre droit, ayant les génératrices 
parallèles à et pour base le cercle avec le centre au point (x^) et le 
rayon égale à 28 . Les intégrales (32) prises sur les portions de (<t,) et de (a') 

dans l’intérieur de ce cylindre sont moindres que — 2 tc. 28. La différence des 

S 

intégrales, prises sur les portions restantes de (a^) et de {a') est moindre que 

®0 

(a«-8) 

On a donc, si 8 est assez petit 

pour chaque position du point (x^) et 

(5i) (Si) 

La fonction F(a) est une fonction absolument continue de (<t). Pour 
s’en assurer, il suffit de remarquer que la fonction m((T,a;J, qui est pour 
chaque position du point {x^ une fonction absolument continue de (a), comme 
la moyenne d’une fonction intégrable, l’est uniformément sur (S,). En 
construisant une sphère ayant le point {x^ pour centre et un rayon 8 
suffisamment petit, nous avons 



en désignant par (8) la portion de (5) découpée par cette sphère; la valeur 
de 8 est indépendante de la position de Étant donné un domaine (o), 
nous avons, si (a8) est la portion de (S) commune à (8) et à ((t), 


Çda Çd<j rdc e (c — g8) 

J ^10 J ^10 ^ ^ 

(ff) (ii8) (*— ffo) 


<7-^ 


G 




Donc, si 



8UB QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DU POTENTIEL 


247 


on a 

< s. 

Il suit de cela, que 


si 


j F(a)^| < £ J = tM{S,)S„ 

(Si) 


a <7). 


13. Étant douué le potentiel de simple couche 

J ’■>(> 

(Si) 

nous donnerons aux fonctions moyennes 

J -+-2Tt[x('Jrt), j'|x((Ji)A:(aj„ 1) da^ — 2- (a,,), 

(5j) (Si) 

qui sont évidemment additives et à variation bornée, le nom des tlux 
relatifs par la portion (o,) vers l’extérieur, respectivement vers l’intérieur 
de (S), en les désignant respectivement par (F) et (F). 

Si la fonction (a) est continue dans le voisinage de la frontière de (<7^), 
le flux relatif ne diffère pas de flux, déterminé dans le § 5. 

On démontre aisément que (F) étant le flux relatif vers l’extérieur 
de (£0, on a 

Jff<'>(F)dff=0. 

(S) 

En effet, on obtient en utilisant le théorème du § 7 (2): 

J o‘'>(F) dcr =J' ^ k(a, 1) da-*-2T. j p.(<T)da = 

(S) (S) {Si) (Si) 

=J 1*-K) (J l)dff^d(7i-H27 :J (a(<t) da = O, 

(«i) (*') (5i) 
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(S) (S) ((x) 

^ rçosOrj^ ^ _ p_OS^^ dcx = _ 2r.. 

J ^10 J *'10 


On a donc 


s<’)(r)=o. 


Théorème. Si V est un potentiel de simple couche, on a 

(Sx) (5i) 

si (x) est dans (D**'); 

(33) 

K= -i \\r(v} n,.) 

(■Sx) (Si) 

si (x) est dans (D‘*'). 

Pour démontrer le théorème nous établirons le lemme. 

Lemme. Si le point (aîj) est sur (Sj), on a 

1 i. fi, coaC^xi-yi) . i. Ç^21^JoÆÙ 

•"io SxuJ fjj r,j* ^ 2icJ rjj,* r^j 

(^1) (^1) 

quand le point ix) est dans (D^*’); 

(34) 

JL _ JL Ç 1 CO8 (rtgiVi) J _ J_ f cosCr^J/t) ^ 
r„~2,rjri, ^ ^ 27rJ r„* ' 

(^1) (^1) 

quand le point {x) est daus (Z)‘*'). 

Supposons que le point {x) est dans (D*'’)- DS'QS ce cas la fonction du 
point (a:,) 
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est une fonction harmonique dans On a donc 

]_ M cos(r„y,) l r cos(r^.yi) da, 

^jo ^*1* ^ 4it J rjj* Tjj 

‘Si) (S'i) 

si le point (a;,) est dans (1/*^), 

0==_— _+-JL 

4iïJ ♦•lo »•«* ‘ 4T:j V r,, ’ 


si le point (a:,) est dans (J)''*)* 

Supposons, que le point (a;,) ■ est sur (/SJ. Construisons une sphère du 
rayon S, ayant le point (a:,) pour centre et désignons par (aj la portion 
découpée de (Sj) par cette sphère. Soient (aj et (ct,) les portions de la 
sphère, découpées de la sphère par (S'J, en désignant par (/jJ celle qui est 
dans l’intérieur de Le point (a:,) est dans l’intérieur du domaine^ 

limité par — <rj et (oj et dans l’extérieur du domaine, limité 
par (S, — aj et (aj. On a donc 


1 _ 1 r 1 cosCr^Jf,) , 1 f cos (»•,(, iVJ ^ 

'•» rj, » 47: J r,(,» r„ 

(S,— ffj) (Sj— <To) 

JL r J_ cos N^) J_ r cos de, . 

4icJ r,„ r„* 1 47C.I r, r„ 


0= — JL f — f coslOo-?^!) 

4:: J fjQ »'jj* ^ 4:: J /"jj* fj, 

(jS^— «q) <To) 

j_ r j_ cos(ri,-yjj r cost»-io.yj , 

4^ J »io »‘2i* 47tJ V »•„ ’ 


si on suppose que la normale à la sphère est dirigée vers l’extérieur. Il suit 


de là que — difière de 
*■» 


1 ri cosO-jj jVj» 1 rcos(rj,i'rj d«i 

1 r r * ' * 27- I r * r., 

'••J ^20 ^*1 J 'lO '23 


2::, F r 
(6 ’j“ 5 o) 
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par 

(35') 


J_ 1 (’ J_ C08(rigiyi) 


J Mo Ml 

(m) 


àlJ 

(ff*) 


COS (r^a da. 


Mo 


i_r‘ 

*1 J 

(M) 


cos(»j^) dffj 


^10 

r * 

^10 


'31 



Or on démontre aisément que la somme (35') est infiniment petite 

avec 8. En effet, étant bornée sur la sphère, chacune des deux 

^10 

dernière intégrales est infiniment petite. Puis, la différence — étant 

^1» ^so 

infiniment petite avec S, la première différence diffère par une infiniment 
petite de 

(=l) 

Formons le cône (2(0), ayant pour l’axe la normale au point {x^ et 
pour l’angle (2(o), où (co) est le nombre mentionné dans le § 1 . Remarquons, 
que les portions des intégrales, prises suivant les portions de ((t^) et (a,), 
placées dans l’intérieur du cône, se détruisent dans (35"). Il suit de là, que 
les parenthèses dans (35") sont en valeur absolue plus petites, que l’intégrale 


(35") 


47r r, 


HP 

80 

(<xa) 


COS (r. 


18 


'21 




J V 


prise sur la zône de la sphère, placée en dehors du cône. En introduisant 
les coordonnées polaires, nous voyons, que cette intégrale est égale à 


T“" 2it 


// cns 6 d6 dî = 4tz cos 


(i>. 


t: Ü 


Comme on peut poser 




on voit que la limite de cos ta est zéro pour S — 0. 
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En passant dans (35) vers la limite en faisant 8— *-0, on retrouve la 
première des formules (34). On démontre la seconde formule (34) de la 
même manière. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème. 

En substituant dans 




»'io 


(5)) (Si) 

à la place de (F) et V{o^ leurs valeurs: 




7,“>(r)= rfA(a,)*(c7„ 2)(f7jH-27:(x(ai). 

m 

^lK)= I 2)'i<Tj, 

(S'î) 


nous obtenons 


i = j J (J (> (’.)*(«„ 2) d„,) de, ■ 

(Si) (Si) (S,) 


^ J i)de,)de,. 

(Si) (S,) 

On obtient facilement, en appliquant les théorèmes des §§ 9 (2) et 1 1 (2) 


J ~ ( J (<^«) * («^1 > 2) dff, ) = J(^ (dj) ( J À: (aj , 2) dn^ rfa, = 

Si) (S,) (Sj) (S’i) 

=jVw -J .w 

(Si) (Si) 

(‘Si) (S^ 

(J 2) dfj^ rfd,.-= 

(S,) 


(S,) 
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Il suit de là qu’on a suivant le lemme 


L 



(■Sa) • (.S,) (5i) 


dQ^ — 


(Si) 


On démontre de la même manière la seconde formule (32). 
Remarque. On démontre de la même manière que 


ra/'»{F) 

(Si) 





si (x) est dans (!>**’); 


f ..'-'(F) 
(« 



-»-fF(<T,) 

(S'i) 


cos(»‘io-y’i) 

r 2 


= 0 , 


si (a:) est dans (D*'*). 

13. Supposons, que F est une fonction harmonique définie dans 
respectivement dans Si V est un potentiel de simple couche 


(11) 




(S]) 

' 10 

on a 



(36) 


■Fff(F)J<ic7 = 0, 


(S) 


où il faut mettre partout l’indice (t) si la fonction F est définie dans et 
l’indice (e) dans le cas contraire. 

En substituant dans (36) à la place de F(<j) et <T(r) leurs valeurs: 


V (a) = J (X ((Tj) «t (ff, Æ,) dcTj = 

(Si) («) 

l^(<^i)*('ï.»i)‘^<^i±2Tt!x(cr), k{<j, x^) = 
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nous obtenons 


^ = J [ F(cr) I? — Tff ( F)] fZa = l’ ^ ( J a (a,) w (a, rrj) daj ) f/cr — 

{S) (S) (5i) 

— J r ( J K) * da ip 2 tî j" p. (ff) r rfff. 

(S) (Si) (S) 


dT 

Les fonctions r,^ étant continues sur (S), le théorème du § i»(2j est 
applicable et nous avons: 


A 


=jM-(’=fi)(J (h^ (h^ziz2T:j it.{>7)VdT = 

(«i) (S) ^ (.S'I 


=/i*w (/ 

(6i) (.5) 


^ i- r (rpi Nq) ' 
^dn < 10 * _ 


dT j f/7j :p 27: J u (a) l' ih 


Le point (Xj^) étant situé sur (Sj, on a cependani 


r^) = 


J- (7^^ ^ -^o) 

2x J \f7« rj„ r,„‘‘ 

(S) 



d’où suit que l’identité 136) a lieu effectivement. 
14 . Envisageons maintenant la fonction 


t37) 



cos (r„,.v ,) 


dans laquelle [xta) est une fonction moyenne additive et à variation liornée 
et. la normale à (S^) au point (xJ d’intégration. 

On peut donner à elle le nom d’un potentiel de doulde couche en intégra- 
les de Stieltjes; la fonction (37) est évidemment harinonifiue dans l’intérieu 
de (D*'*) et dans l’intérieur de 

En prenant sur (iSj) une portion de surface en la choisissant suffisam- 
ment petite, construisons dans l’intérieur de (//''), respectivement dans 
l’intérieur de (!>''*), suivant la règle donnée dans le § 1 1 une portion de 
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surface (a') qui est identique à (a^) et envisageons la moyenne de W sur 
cette surface 

W{<T') = y jw{x)d<y. 

*(»') 

Comme dans les points sur (^) la fonction 


cos 

r * 
'10 

est bornée, nous avons 


W(J) = 7 J(J V w -io.) = J (* Kl i K, J», 

(®') (Si) (Si) 


ayant posé 


^(^.*i) = 7j 

(®) 


1 rcosiiioü^i) 


Si la distance 8 entre les portions (u,) et (a') tend vers zéro, la 
moyenne W{p) peut avoir une limite; nous désignerons cette limite 
par (co), si (a') est dans l’intérieur de (D'*’), et par TF'®' (aj, si (t') est 

dans 

Théorème. Soit donné un potentiel de double couche 


(38) 

J Mc 

(Si) 

dans lequel la densité moyenne jx (<t) est une fonction additive et à variation 
bornée. 

Soit donné une portion (a^) de {S). Si l’on a 
(17) = = 

la moyenne de PF a une limite déterminée, quand («r') tend vers (o J et on a 


(39) (Si) 

(<^o) = r F («^i) ^ (o’o » 1 — 2i: jx (T,,) 

(Si) 
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OÙ 

(40) = 

« ./ Mo 
( 8 ) 

Ici M{(j) désigne la borne moyenne de la fonction ;x(c). Les 
conditions (17j sont satisfaites, si la fonction pi.(a) est continue dans un 
domaine, pour lequel les points sur la frontière de («t^) sont les points 
intérieurs; cela a lieu, si la fonction fx(a) est continue sur (S); si la condition 

(15) <B 

du § 6 est satisfaite, cela a lieu pour chaque domaine (o^) limité par une 
courbe rectifiable. 

La fonction moyenne ( 4Ü) est continue comme la fonction du point (x^ 
sur (5j); c’est la valeur sur (5) de la dérivée normale du potentiel de simple 
couche 



dans lequel la densité fi. est égale à sur (a) et à zéro en dehors de (<t). 
On s’assure sans peine que la borne moyenne de ^(a, 1 ) est égale à 

1 n cos(r,oiVi)i 

J »-io* 

( 8 ) 


Pour le démontrer il suffit de reproduire les raisonnements du § 4 ( 1 ). 
On peut entourer le point ( 0 ;^) avec une portion de surface ( 8 ) découpée par 
une sphère, dont le rayon est assez petit pour qu’on ait 


<J 


( 8 ) 


( 8 ) 


r 2 
Mo 


dcr < 


Étant donnée une portion de surface (a), décomposons (a — 58 ), (a 8 ) 
désignant la portion commune à (a) et à ( 8 ), en portions (cr,), . . . (o-J. 
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Comme on a 


|^(<t 8 )| (uS) (TgH 1- <7^ 


=:e±_t_l££ii!k^.o 
3 rj 


| c08(rjnJVi)| 


r * »’ 

^1» 


les points (x^), . . . (xJ étant situés dans (a^), . , . ((tJ et, comme n étant 
assez grand, la somme à droite diffère de 


e, P'-o.Cr...?,): ,,, 
3 J ^10 


(ff— <TÎ) 

moins que > on voit que, t étant arbitraire. 


1) a 

' ’'io 


si on désigne par L(<j,1) la variation moyenne de l(<7, 1). 
Or les fonctions 


il 

il ncos(ri,A-,)_l 

-( 

<i4 

2 1 

1 ® .) >-10* 

<y J 



(®) 



t) 

1 1 1 1 COS I 

if 

•COS(,„iV,) j 

2 1 

1 ^ J ^10^ 

<> J 

»-io* > 


(«) (») 
ont toutes leurs valeurs positives; il suit de là que 


d’où suit l’égalité 


(<?) 


l®) 


En reproduisant de même les raisonnements du § 5, ou démontre 
aisément que la borne totale de l(v, 1) est continue, d’où suit que la 
fonction moyenne /(<x, 1) répond aux conditions du § 9(2), c’est-à-dire à la 
condition (A) du § 1 (3). 
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Passons maintenant à la démonstration du théorème. Ayant posé 

If \ 1 r«OS(r,niVn) J 

= - ■ V « 

J Uo 


(lo) 


*'« Mo 

(^o) 


i(<T,a5,)_-,-J --J- da^ 

{o") 

J_ r cos(rj„iy^)-co3 _( »-^gjy g) ^ ^ 

« J ^10 

(®') 


nous ayons 


(41) TF (ff') — W (<r) = r fi (a,) {jî (a, — p{<3^. .rj } 

(Si) 

I f^(<^i) — 3K- ®i)} 

(Si) 

La première intégrale est étudiée par nous dans le § 5. Nous y avons 
démontré, que 

lim J (A((7,);)((T',a:j)da, = j' fx((Ji)p(a^, a;,)rfcrj ± 2-(x(a,), 


(-Si) 


(Si) 


si les conditions (17) sont satisfaites. 

Il reste à étudier la séconde intégrale; nous démontrerons que 


SI 


lim(/(<i',a;j) = ï(<Jo,a;,), 
(a)-^(ao) 


et que la variable q (a, û-^) tend vers sa limite uniformément sur (5^). 

Désignons pour la commodité les points sur (o') par (a:,), par leurs 
distances du point (a^j). Remarquons que les normales à (<To) et à (o') dans 
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les poiQts (x) et (x^), qui sont placés sur une même parallèle à N^, ont une 
même direction et que (ct') ne diffère pas par sa forme de (a^). Nous avons 


(42) i r cos(rii^i) — cos (r:!iNo) _ Ç cos NQ — cos (r,„ N,) 

L* ^10* 

(«o) (»ol 


< 



COS (rj g J fj) cos (fj g Jfÿ) 
18* 


• cos (rjo — cos>jo^ 


d<j 


( 28 ) 


'10 


"^111 

(-lo-ZS) 


COS (rjg Nj) — cos (i-jg Nq) 


cos(rio Jfi) — cos jr^oNo) 1 


en désignant par (28) la portion commune à (<j^) et à la portion de (<S) découpée 
par une sphère do rayon 28, ayant son centre au point (Zj). 

Comme on a 


lcos(r,„iV,) — cos(/i„i\^„)| < Ei\,\ 

! cos ( r,i N^) — cos (rj, ) | < (iVj N^) < , 

la seconde intégrale dans (42) est plus petite que le produit de i par 


2o 


J' 


<l(j 


2-\ 


10 


<2 




4 - 

X 


(28)\ 


P ôtant la projection de sur le plan tangent à (S) en (Xj); la première 
intégrale dans (42) est respectivement plus petite que 


J' 



10 


da <C 


2*-^ • 4it(28)»+^ 

8* 


<<• 5 *; 


car si la plus courte distance du point (a:,) de (5) est égale à 8^, on a, vu 
l’inégalité (1') du § 1 

§ — 5 iilLîi ^ 5 sjn a, > 8 sin (w — 30°) > S, 

^ sin X ^ ^ 2 ’ 
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et a étant les angles du triangle, dont les côtés sont égaux à 8, et 8 
et w est l’angle qui est mentionné dans le § 1 . 

En passant à la troisième intégrale nous avons: 


(43) 


cos (»•„ -Ni) — cos (rj,, N„) cos (r,() N^) — cos 

a 


'12 'XO 

_ rjg cos (r^, Nj) — cos (rj;, Nq) cos (r,^ N^) — cos (r^, N^) _ 

•«S T ^ 

^12 ^10 

__ (r,8 cos (rj 3 N^) — cos )) — (r^, cos (r„ cos ( )) ^ 


^12 


(cos (r,, N,) - cos (r,, N,) V ( ^ -«- >•./) . 

^12 'lO 


Le premier terme dans (43) est égal à 

S (cos (8 Ni) — cos (8 iVfl)) 


'10 


et est en valeur absolue plus petit que 


ilJrJ ^ 8%E 


< 


car sur ( a — 3): 


'12 


'Kl 


3— A 


1 ^ 1 '’ia ^ 1 ^ ^ 3 

10 ^10 ” ^10 ^10 ^ 


rj(, étant plus grand que 28 . 

L’intégrale correspondante est plus petite que 


88 i; 4 K = <<« 1 , 

' 1— X rp-^( 

5 


Le second terme dans (43) est en valeur absolue plus petit que 
8£V3(n-|-f-(J)) ^ J; 

--3 ^ O 'i 


'10 


et l’intégrale correspondante est de nouveau de la forme Ci*. 
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Il suit de là, que si 8 est assez petit, on a 
# 

IJ f* i<^i) [i (»'» ^i) — 3 (»oi ^i)} 

ik) 


< 


tMiS)S 


Ainsi on a sous les conditions (17) 

limIF(a')=ir(<T,)±27:,x((Tj 
en posant pour la brièveté 

(Si) 


CHAPITRE 6 

Le problème de Neumann 

1. Soit donné un domaine (1^*^), limité par la frontière (S), qui répond 
aux conditions énumérées dans le § 1 (5 ). En désignant par (t) les portions 
de la surface (8), supposons donnée une fonction moyenne «(a), qui est 
additive et à variation bornée. 

Désignons, suivant ks notations du § 5 (5) par o'(F) le flux d’une 
fonction V par une portion d’une surface (a'), qui est placée dans l’intérieur 
d’un des domaines (7)**’)» c’est-à-dire posons 

(1) 

et proposons-nous de résoudre le problème (.4): trouver une fonction V, 
harmonique dans l’intérieur de (D‘‘>) ou dans l’intérieur de telle 

qu’on ait pour chaque portion (cr) de la surface (S): 

2) (t<*’>(F) = m(<t), respectivement, = 

où respectivement, 5***(F), sont les limites de la quantité (1), vers 

lesquelles elle tend, quand (a') tend vers (a), étant dans l’intérieur de {D'*’), 
respectivement, dans l’intérieur de 
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En parlant des domaines et (D‘*’) nous supposons toujours 

que (-D**') contient le point à l’infini et nous distinguons, comme il a été exposé 
dans le § 1 (5), les trois cas suivants: 

a) Le cas ordinaire, quand (S) est une surface fermée. 

P) Le cas (/), quand (S) est composée des surfaces fermées séparées 

dont la première forme la frontière extérieure de (i)'*') et les autres, étant 
placées dans l’intérieur du domaine, limité par forment les frontières 
intérieures. Le domaine (D*®') n’est pas connexe. 

y) Le cas (.E), quand plusieurs surfaces fermées . . . (6’*'”*) déli- 
mitent un domaine connexe le domaine (D*'^) n’est pas connexe. 

2 . En abordant le problème {A) nous supposerons que la fonction u{q} 
est continue. 

Rappelons nous que la condition du théorème de § 5 (5) 


( 3 ) 

où U (a) est la variation moyenne de u (a), est satisfaite pour chaque do- 
maine (<T(,) si la fonction u{o) est continue. 

Ayant fait cette restriction, substituons au problème (A) le problème (B) 
suivant: trouver un potentiel de simple couche 


< 4 ) 

satisfaisant à la condition 






t^2A!.'îî 

^ lA 


7('»(F) = M(cr) 


dans le cas du problème intérieur et à la condition 




dans le cas du problème extérieur; nous désignons par la distance entre 
le point (x) et un point sur (6'), ayant la direction vers le point (x^. 

Le potentiel V étant une fonction harmonique dans l’intérieur de 
(Z/’’), ainsi que dans l’intérieur de (Z)'®*), le problème (B) n’est qu’un 
cas particulier du problème (.4); si le problème {A) a une solution unique 
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et si le problème (B) a toujours une solution, les problèmes {A) et {B) 
sont équivalents. 

En se rappelant la remarque du § 12 (5) nous voyons que dans le cas 
ordinaire le problème {B) intérieur est possible seulement si l’on a 

m(5') = 0, 

car V étant le potentiel de simple couche on doit avoir 

Par la même raison le problème {B) intérieur dans le cas (i^est possible 
seulement si l’on a 

m(5‘*>)==0, î=1, 2,...*:, 

dans le cas (/) on peut poser le problème eïtérieur {B) seulement si l’on a 

1=1,2,...*;, (l + O). 

Rappelons que nous désignons par (5^), (a^) la surface {S) et ses por- 
tions (<j), si {S) est traitée comme le lieu géométrique des points (Æj). Nous 
désignerons la surface (S) et ses portions par (S^), si elles sont trai- 
tées comme le lieu géométrique des points 

Suivant le théorème du § 5 (5), si pour un certain domaine (aj on a 

(30 = 

M{ci) étant la variatiou moyenne de fx (a), les limites (F), 
existent et on a 

«O*'’ ( n = f (<^l) A (<T, , 1 ) (fCj -4- 27: [X (a^), 

(^•) c 

— 27t[x(a,) 

iSi) 

OÙ 

( 6 ) = 

(») 

étant la normale au point (x) situé sur (<r). 



LE PROBLÈME DE NEUMARK 


263 


La fonction (6) est continue comme une fonction du point situé sur {S). 
Comme conséquence des égalités (5) nous avons 

(^h) 

Les égalités (5) et (7) montrent que pour résoudre le problème (Jî) 
on peut suivre la marche ordinairement adaptée pour la résolution du 
problème de Neumann. Substituons à la place du problème (B) le problème 
plus général de la résolution de l’équation 

( 8) '( F) — (F) = — 2E a ( F) H- 2 m (a), 

dans laquelle 

(9) ( F) = I IX (CTj) Æ (o-, 1 ) . 

(.s\) 

Si F est la solution de l’équation (8), la valeur de V pour ^ = 1 , résout 
le problème intérieur et la valeur de V pour ^ = — 1 , le problème extérieur, 
en supposant, certainemeut, que la fonction F a un sens pour ^ = 1 , 
respectivement pour 5 = — 1 . 

En effet pour 5= 1 nous avons: 

a“’> ( F) — aW ( F) = — 2(7 ( F) 2u fa) = — a<'> ( F l — a<") ( F ) -+- 2m (a l, 

<j(«’)(F) = M(aj; 

pour ^ = — 1 nous avons ; 

a(«)( F) — a''=>(F) = 2a (F) -H 2 m ( a) = a'*'( V) - a“'>( V) -f- 2«(a), 

o^j F) ~ — « (a). 

En substituant dans (8) à la place de a (F) sa valeui' (9) et en utilisant 
la seconde des égalités (7), nous obtenons l’équation intégrale 

2it [X (a) = — 5 J (A (Oj) k (a, 1) da^ u (a) 

(•S) 


qui déûnit la fonction ,a(a). 
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La forme de l’équation obtenue montre qu’il est plus commode de 
désigner la densité inconnue du potentiel de simple couche par ^ a (o) en 
écrivant 



à la place de (4), ce qui conduit à l’équation 


y ■' 

(10) I* (<j) ^ I H- (ffj t (5. 1 ) 

m 

Remwtque. En s’occupant du problème {B) on peut le généraliser 
considérablement en laissant à côté la supposition que la fonction 
moyenne u (<t) est continue. 

En effet, ayant posé le problème: trouver un potentiel (4) de simple 
couche pour lequel le flux relatif vers l’extérieur, respectivement vers 
l’intérieur de (5), est égal à «(a), nous parvenons à: la même équation (8), 
car les formules (5) donnent les expressions des flux relatifs; quand 
à l’équation (8), c’est le point de départ pour tous les raisonnements de ce 
chapitre. 

Nous avons remarqué dans le § 5 (5) que le noyau 

de l’équation (10) répond à la condition (A) du § 1 (3). La fonction A:(o', 1) 
est, effectivement, continue comme fonction du point {x^ sur (S) pour chaque 
choix du domaine (?) et sa borne totale 





est bornée comme fonction de (æJ. Le noyau fc(ff, 1) n’est pas, cependant, 
fini. 

On obtient, une solution formelle de l’équation (10) en posant 

(11) |A(<T)==«(ff)H-H(Ai('T)-+-5V»(®)-^--' 

( 12 ) {ij^((j)= — ^ ('if(ff. l)fij_j(aj)d0j, (x„(or) = «(a); 

ISi) 
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nous avons démontré, en effet, dans le § 9(2), que la fonction [jt.^(<T) donnée 
par la formule (12), est à variation bornée, si la fonction fJt*_i(<T) est à 
variation bornée, d’où suit que la formation de la série (11) est possible. 

La série (11) conduit à la solution de l’équation (8): 


(13) F(0)=F,(0)-.-ïF,(0)-t---., 

où 

(Si) (Si) 

Nous désignons ici, comme partout, par / (O), /'(l), . . . les fonctions 
des points (x), (x^), . . . 

Comme on a 

J !^*- 1 < 1 

(Si) 

on peut écrire 



(Si) 


ce qui permet de calculer les fonctions Fj, F,, . . . pas à pas sans avoir 
recours aux fonctions pt.i(<r), fJi.j(a), . . . 

La formule (13) donne une solution effective, si le rayon de convergence 
de la série (13) surpasse l’unité. La question principale est, donc, dans 
l’étude de la convergence de la sérié (13). 

3 . On s’assure aisément que chaque fonction moyenne <’((t), donnée 
par l’égalité 

f;(a)= I D'/o-j, 

(S\) 

dans laquelle w(9,) est une fonction additive et à variation bornée, est 
absolument continue. 

Nous avons démontré que la fonction A:(u, 1) est absolument continue 
sur (S) et cela uniformément sur (SJ. 



266 N. GUHTHER. 8UB LES INTÉGRALES DE 8TIELTJES 

Il suit de là que, W{(y) étant la borne moyenne de w(<j) et (■7) étant 
divisée en portions on a 

7-rfi i—n I 

^ |y(CTO))j c7<'> <; ^ j r w (n.^) k I ■ < 

Tf\ 1^1 

i~n ^ 

< I ^ )! ■ ''^^1 ^ f l)ad7j < 

(5i) (Si) 

<tW(S)S, 

si 

7 <y;. 

ce qui était à démontrer. 

Par conséquent pour chaque choix de la fonction u (g) à variation 
bornée toutes les fonctions 

(17) (Xi(7), (Ag(7), . . ., . . . 

sont absolument continues sur (6); les fonctions 

(18) 7(F,), a(F,), ...,a(ig, ... 

sont également absolument continues. 

En s’occupant de la discussion de l’équation (10), on peut laisser de 
côté la supposition faite au § 2, suivant laquelle la fonction u(7) est 
continue, en supposant qu’elle soit seulement additive et à variation bornée. 
4. Comme le noyau 

— 1 ) 

répond à la condition (Â), à l’équation ( 10) sont applicables les considérations 
du § 7 (3). 

En appliquant le procédé d’itération, on peut affirmer que la 
fonction (x(o) vérifie l’équation 

(^ (<^) = 5” {<7, 1) (X (a^) H- s„ (ff), 

(i'i) 


( 19 ) 
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OÙ 

(19') s„(a) = M(ff) -t-l rA;j(tr, 1 ) m ( a^) h- | kg{(T, l)M(aj)daj -f- 
isi (Si) 

H H 5"“' (<T, l)«^(crj)dcr^, 

iS'i) 


si elle vérifie l’équation (10). 

Nous désignons ici par ^:„(<j, 1) le noyau itéré 

1)=J l)da,=- I k^(^, 2)fc„_„,((7„ l)d<T, 

(S*) (6^) 

ayant posé, pour simplifier les formules, 

k^{a, l)= — ^k{'j, 1). 

Rappelons-nous, qu’il est démontré dans le § 7 (3) que le noyau k„{a, 1) 
répond à la condition (A), si le noyau k^(a, 1) répond à cette condition. 

Réciproquement, si un des noyaux itérés k^{c, 1) est fini, la solution de 
l’équation (19), qui correspond à ce noyau, vérifie aussi l’équation (10); 
dans ce cas la solution (jL(a) de l’équation (10) est pour chaque choix 
de U (a) une fonction méromorphe de H et pour s’assurer que le rayon de 
convergence de la série (13) surpasse l’unité, il suffit de s’assurer que cette 
f()nction méromorphe n’a pas des pôles dont les modules ne surpassent pas 
l’unité. 

5. L’équation associée à l’équatioi) 

(10) [X (ff) = — [ ik (cr, 1) |a ((J,) do, H- u (a) 


(J) (iT,) = — A J A:(<r, 1) 9 (x) da h- F(a:,). 

(S) 


a la forme 
(20) 
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Or, suivant les théorèmes du § 1 1 (2), si la fonctiou (x) est bornée 
nous avons 

f k {a, 1)9 (a) tia = J( J ) 9 (^0 = 

{é) (.S) ' (a) “ 

-= r <^os (> ^ _ r £21112^5 (a;) ria, 


car l’intégrale 


(S) 


(S) 

pcos(*'lo-^o)l 


(S) 


est convergente; on peut, donc, donner à l’équation (20) Informe 

(20') = l r ?^ --- ^# -^9(a:)da-^-F(x,). 


(S) 


Nous voyous, ainsi, que l’équation, qui est associée à l’équation (10), 
est l’équation bien connue, attachée au problème de Dirichlet. 

En posant 

i.(0, = 


10 


et 


^■„(0, 1) = J*,(0, 2)Vi^ 2, l)dT„ 


(*5*) 

nous obtenons, en appliquant le procédé d’itération à l’équation (20), que 
la fonction ^(æ) satisfait à l’équation 


( 21 ) 

où 

(21') 


? (a^i) = r J K (0> 1) 9 (®) «n (^li- 
ts) 


“n (®i) = ^ f { 1 . 0) F{x) de 

0)Fix)de. 
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La légitimité du procédé d’itération repose sur l’identité 

(22) fVi(0. 1)( J*,(2, = 

{S) (5j) 

= 1 )^ i ( 2 , 0)drt^da^. 

{Si) (S) 

Ayant besoin d’une identité plus générale, nous établirons, entre autres, 
l’identité (22). 

0. Lemme. Étant données deux fonctions: 


,4f0, l) = ^iHd>, g(0- = 0<X<1, 0<a<l, 

dans lesquelles les numérateurs (/^(0, 1) et Cg(0, 1) sont bornés, l'intégrale 


(23) 


f gi(0.2) C'»(2, 1) ^^ 

) _ i-y. ■ „ s-À 2 

(Si) *'® 


est une fonction de la forme 


si 

et de la forme 
si 


fj>(Q,i) 

(JL -H X < 2 


G {O, l)|logr,J, 

fj.-^A=2, 


la fonction ^(O, 1) étant bornée. 

Décrivons autour du point (aj) comme centre une sphère de Liapounoflf 
et une sphère du rayon 2r^^; supposons que (S,) et sont les portions 
découpées de (5,) par ces sphères. Nous avons: 


(24) f . 

/Cl X ^«0 ^*1 -X ^*0 




■/ 

(<'*) 


(Dj-ffg) 

C\(0. 2)C?g(2, 1) 


'80 


-pi- 8— X 
^81 


d(Ja 
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La première des trois intégrales (24) est bornée, car et y restent 

supérieurs ày > si l’on suppose que soit plus petit quey • 

Évaluons la seconde intégrale. Comme le point (x^) est situé en dehors 

de la sphère du rayon 2r^^, on a > y »‘so-* qu’en choisissant 

les coordonnées cylindriques ayant le pôle en {x) et pour le plan polaire le 
plan tangent à (S,) en {x), nous avons 


( .Çi(Q> 2) 0,(2, 1) I ^ jçj 2Ï-À Ç ^2. » . 


< 




<B^2*'^4Tr 

•"lO 


<B* 


2*”^ 47: 1 ** 


“X O • *1 /*• 2 — UL — X 


On voit donc, que le produit de la seconde intégrale par est 

borné. Passons à la dernière des intégrales (24). Divisons en deux par- 
ties égales par un plan, qui lui est perpendiculaire. Ce plan divisera (a^) en 
deux portions: en portion (a^) qui contient le point (x) et en portion ('Jj) 
contenant le point (x^). La dernière intégrale (24) sera égale à la somme 
des deux intégrales, prises suivant (a^) et (<tJ. Étudions la première d’entre 

elles. Pendant que nous intégrons sur (i^), est plus grand que • 

11 suit de là 


I r Ci(0. 2)C,(2, 1) ^^^ 

( 7 ,) “ " 


* ^ J r ^ 


^10 


10 


2r 


10 

'lÉL- 


B* 2*-'' 4:: 


r2~A 


(2V"- 


'21 * 


^20^ ' 


*"21 \ 1 ^10 \ 
r3o>^~"r^> 

** Si a est l’angle entre r 2 o et sa projection sur le plan polaire, on a 

»‘io *^08 ot = r^o sin (y — «) > »-io sin w > y r^g, 
(tü) étant Tangle bentionné dans le § 1 (6). 
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On voit donc que le produit de cette intégrale par est borné. 

De la même manière, en désignant par (aj) la portion de (S,) découpée par 
une sphère ayant le centre en (x^) et le rayon égal à qui contient (o-,) 
dans son intérieur, et en remarquant que pendant l’intégration sur 

reste plus grand que-^r^^, nous obtenons 


1 r gi(0, 2 ) 03 ( 2 , 1 ) j ^2*2^ r 6^ 
1 - 2— UL^ S'-X s— UL I - 2—- 

(ci) *» “ 


(3V 


r 

^10 


En recueillant tout ce qui a été dit, nous avons 


étant un nombre déterminé. 

Si l’on a X = ^l = l, la seconde des intégrales (24) est de la forme 
C|logrj,|, tandis que les intégrales, étendues sur ((t^) et (u^), sont finies. 
Gomme sur la surface de Liapounoff on a 

IcosfrjgJ^)! j_x P 
ri ' 10 

*^10 I 

le lemme conduit à la conclusion: si le nombre n satisfait à la condition 


2 — (n — 1)X>0, 2— «X<0, 

le noyau (0, 1) est fini; si w < », on a 

i\kJO, l)\\logrJ<B., si 2-mX = 0). 

Si le noyau X„(0, 1) est fini, les noyaux X^(0, 1 », w > », le sont aussi. 
On a, par exemple. 


))= fx^CO, 2)/„(2, l,)rfcr,= 

(4) 





V ^ 

' 2n 


= rfc„(0, 2) A-, (2, l )da^ = — 

(Ss) 


à f^n( 0 , 2) 

(4) 


C08 iVg) 


^21 
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et Awi (0, 1) est fini sur (5) comme la valeur d’un potentiel de double couche 
ou d’uue dérivée normale d’un potentiel de simple couche. Les dernières 
formules montrent encore que fei+i (0, 1) est continu sur (5) comme fonction 
du point (x) et sur {S^ comme fonction du point {x^. Remarquons encore, 
pour la suite, qu’on a 


où le nombre r) ne dépend pas de la position du point (æ;,). 

7. Notre but principal est de démontrer le théorème: 

(25) l) = i \)da. 

(o) 

Comme on a 

l) = ij^,(0, \)d^ 

( 5 ) 

on peut supposer, que l’égalité (25) a lieu pour tous les indices m' qui sont 
plus petits qu’un nombre donné m. On peut, donc, supposer que 

(25') l) = ijj„..(0, l),fc. 

(») 

Nous parvenons facilement à l’identité (25) si nous démontrons 
l’identité 

(26) ('^,(2, 1)( 2)dff)do, = J( J\_,(2, 2)â^,ya, 

(S*) W (®) («») 

dans laquelle {a} est une portion de (S). 

L’identité (22) n’est qu’un cas particulier de l’identité (26), le 
facteur <p (x,) n’ayant aucune importance, car on peut lors la démonstration 
remplacer le produit A, (2,0) <p(Xg) par la fonction A:, (2,0) ayant les mêmes 
propriétés que la fonction A'j(2, 0). 
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Prenons snr (S) le point et construisons une sphère du rayon 8, 
ayant le point (x^) pour centre. Désignons par (8) la portion de (<t) découpée 
par cette sphère. Nous commençons en établissant l’identité 

(27) J 1)*i( 0, 2)d<T,)(ia, 

(5s) (<r-8) (<r-8)(5s) 

qui est la simple conséquence du théorème du § 12 (2). 

Pour appliquer le théorème mentionné, il faut remplacer x, y, (ÜiJ (Ü^), 
î>(t), Lix,y) respectivement par x, x„ («r— 8), (S,), (<t„ 1), k^{0, 2). 

Suivant le théorème, l’égalité (27) subsiste, si les intégrales 

J l)|*i(0, 2)|d(T2, J |A:,(0, 2)|da 

(5,) (a-8) 

sont uniformément convergentes, le point (rr) dans la première appartenant 
au domaine (a — 8). 

La convergence uniforme de la seconde intégrale pour les points (»,), 
situés sur (5,), est bien connue ; on a 

((j-8) (d-S) 

et on voit que c’est un potentiel de double couche. 

Pour s’assurer que la première est aussi uniformément convergente, il 
suffit de remarquer que le point (x), étant sur («r — 8), est en dehors de la 
sphère, ayant le centre en point (a;^) qui est mentionnée ci-dessus. 

Si nous construisons une sphère ayant le rayon 8j, qui ne surpasse 

J 

pas P et a son centre en point (x), on s’assure aisément que l’intégrale 

2)|da, 

(Si) 

est infiniment petite si (8j)— ►O. En effet, (oj) étant dans l’interieur de la 
sphère à rayon 8i: 

, < 

fnF=îîa=î)A * ^ cj J ^ 
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car le point étant dans (tj), 


est plus grand que - • On a donc 


fi'., < 

(S'il 




B 

5 1)^ 


(h) 


Icos (rnj2v;)| 


• (l^r. 


'ao 


et l’intégrale est infinimeut petite si 3^— >0, sa borne supérieure étant indé- 
pendante de la position du point (x) sur (a — d). 

En appliquant les théorèmes du § 1 1 (2), on peut maintenant écrire 
en premier lieu 

2)(ia, = J(1 Jé„_,( 2, 2)da,- 

(Si) (S.,) 

== j\ i(2. 2)da,-, 

(Si) 


les points (x) et (æ,) ne coïncidant jamais, on peut enfermer le point (x) dans 
un domaine (3^) ne contenant pas le point (x^: dans le domaine (8 J la 
fonction 1) reste finie, dans le domaine restant — la fonction 2); 

enfin l’intégrale à li droite est convergente et est égale à la fonction de la 
forme 


(28) 


C(0. 1) 

S— lîiA ’ 
^01 


dans laquelle (7(0, 1) est bornée. 
En second lieu on a 


2)d,)d,,= 

(S,) (<f-S) 

(Sa) (ffî) (®-S) 

=J^m-i(2. 2)dayî<j^. 

(St) (<f-t) 


En effet, la fonction 


2 ) 


dor 
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est une fonction du point (æ^) qui est continue et bornée sur (S^) et l’intégrale 
à la droite est convergente, car (2, 1) est de la forme 

g(2,n 

i)X 

^21 

A cause de tout cela, l’identité (27) est équivalente à l’identité 

(29) J^^x(2, 1)( J*i(0, 2)da)cb, = j (J*„_,(2, l)^-,(0, 2)d<7,)dcr. 

(Si) ((t- 8) (a-8) (Si) 

Or, les intégrales 

jK(0,2)d,, J(Jv.(2.1)*i(0, 2)rfajj^ dT 

(8) (8) (Sï) 

sont infiniment petites si 8 — »• O, car les intégrales 

J*, (O, 2)da, /([fc„_a(2, 1)^3(0, 2'jd^^)d7 

(S) (S) (Si) 

sont uniformément convergentes, la fonction sous le signe de la seconde ayant 
la forme (28). 

On conclut de là que l’identité (26) subsiste. 

L’identité (26) a évidemment la forme 

^ f*m-i(2> 2)do^ = fk^(0, l)ff(T. 

(Si) (a) 

Or, en appliquant le théorème du § 7 (2), on obtient, la fonction (a, 2) 
étant une fonction continue et bornée sur {8), 

J*m-i(2. 2)(iaj= Jâ:„,_,( 2, l)dcr„) (a, 2)rf(Tj = 

(Si) (Si) *4 

= 2)<f<Tî = *,„(o, 1) 

(5») 


ce qui conduit à l’égalité (25). 
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On conclut de l’égalité (25) comme corollaire: si le nombre n satisfait 
à l’inégalité 

(30) 2— «A<0, 

le noyau 1) est fini; dans ce cas, effectivement, la fonction k^(0, l)est 
mie fonction bornée. 

8. Revenons maintenant aux considérations des §§ 4 et 5. 

Les solutions des équations associées 

(10) (a(<t) = l)p,(<Tjcf<Tj-+-M(a) 

k) 

(20) 9 (x,) = 1 J O (a^) F{x,) 

vérifient les équations 

(1 9) IJ. (u) = jk„(<7, 1) fx (c7j) dffj^ H-- s„ (< t) 

( 5 ,) 

(21) ?(a^l) = r l)?(®)daH-S„(Æ,) 

k 

OÙ 

(19') s„(<7) = K(a)H-^jA:,(a, l)M((7jrfa,H-ï* j\(a, l)n(a^)d<7^-^ 

(^’l) ('^l) 

H ^ |^„_i(o’, l)u(aj)d'jj 

(Si) 

et la valeur de i„(a:,) est donnée par la formule (21'). 

Si n satisfait à l’inégalité (30), les noyaux A:„(<t, 1) et k^(0, 1) sont finis. 
L’équation (21) n’est pas distincte de l’équation 


(21") 9 (a-j^) = rjA„(0, l)ci>(x)du-+-s„(x). 

(S) 

Suivant la théorie, exposée dans le chapitre 3, les équations (19) et 
sou associée ont la même résolvante. Soit 


r(o. 1.^)== 


X>(0. 1,0 

D(^) 


(31) 
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la résolvante de l’équation (21), D(^) étant le déterminant de Fredholm 
attaché aux équations (19) et (21); les fonctions D(H) de 5 etJ)(l,0,Ç) 
de H et des points (a?,) et (x) sont développables dans les séries suivant qui 
sont uniformément convergentes pour toutes les valeurs de Ç. 

La résolvante r( 0 , 1, Ç) étant la solution des équations 


r(0, I,$) = r k(0, 2 )r( 2 , 1 , ^)rfa,-+-^„( 0 , 1 ), 

(•Sî) 

r(0, 1 , $) = ^;’* Çkj 2 , i)r(o, 2 , 1), 

la fonction 

(32) r(<T, i,?) = ljr(l, 0, E)d(T = ^§:^ 

(®) 

où 

(31') I>(<T, 1,5)=:1JD(0, l,0ti<X, 

(») 

vérifié les équations : 


r(o, 1, — \ k^{<3, 2 )r( 2 , 1, l)d<y^-+-k^{c, 1 ) = 

(4 

= r 2)r((T„ 1, $)d!T3-f-/;:^(<r, 1) 

(5») 

<33) 

r(o, 1, Ç) = r r*«(2, l)r(a, 2, H)d'TjH-fc„((T, 1) = 

(.St) 

= ^'‘ f*nK> 2, l)d9^-¥-k„{<T, 1) 

(St) 

c’est-à-dire, suivant les théorème du § 5 (3), elle est la résolvante commune 
de l’équation (19) et son associée. 

Il suit de là que 

(^(®) = Sn(°) -+-5" J r (cr, 1, 5)»„(ffi)<i<Ti = > 

(5a) 


(34) 
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’) étant les fonctions entières de Ç; nous supposons que la 

fraction (34) est réduite. 

Désignons par 2^ et i?„, (O, 1) la somme des m premiers termes et le 
terme complémentaire de la série D(0, 1, $): 

D(0, = 1). 

Désignons par 1) la somme des valeurs absolues des termes 

de iî^(0, 1). En supposant que 

(35) r;|<Z, 1>1 

nous avons, la série D(0, 1, \) étant uniformément et absolument convergente 
sur {S) et (5i), 


l)i<««(0, l)<e, 

si 

vi>N, 

le nombre N étant indépendant de la position des points (x) et (x^). Il suit 
de là que pour les valeurs de 5, qui vérifient l’inégalité (35); 

1 , 5)= 1 ), 0 = 7 / SJO, l)d,, 

(») (0) 

OÙ 

l)ch<^fch = e, 


On conclut de là, que étant les portions de (a), ou a 

l)|<7.<£S<T, = e<r 

et que 

variation moyenne de 1). 

Remarquons encore que pour la valeur de Ç, vérifiant l’inégalité (35), 
la fonction D(0, i, Ç) ne surpasse pas en valeur absolue un nombre fixe. 
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Il suit de là que la même propriété appartient à la fonction Z>(a, 1, Ç), car 
on a: 

|D(a, 

(®) 

Envisageons maintenant la fonction 

(36) 1, 5)»„(cr3)rfaj. 

(Si) 

En posant temporellement 

«n (^) = %-*- ^«1 -* *- «H_i 5”“’ 

on trouve sans peine, que le terme complémentaire de la série (36) ne sur- 
passe pas en valeur absolue 

J «0 K -+-/"! K-i -*-•••-+- J «,.-1 K-u-x (S) S, 

(Si) (Si) (5i) 

si »î — n'^N, en désignant par «,, . . . les variations moyennes 

des «g, . . . , et par leur somme. 

Il suit de là, que la série (36) est uniformément convergente comme 
fonction de -(a). 

Supposons, que surpasse 2^ et que pour |5| ne surpassant pas la 
fonction D{«j, 1 , Ç) est en valeur absolue plus petite que C. Supposons que 
le nombre a est une racine commune de D(cr, 1, l) et de D(E) et que ja| ne 
surpasse pas l. 

On s’assure aisément que la série obtenue en divisant 7) (a, 1, 5) 
par a — $ est uniformément convergente dans l’intervalle (35) commq, 
fonction de (a) et du point (x^). Pour s’en convaincre, il sufüt d’observer, que 

C |d*D((7. !,£)' ^ O 


|^(<^. *)1 < 
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et qu’en transformant le développement de 


J) (a, 1, $) 




) 


Dici, 1, a) = 0, 


suivant les puissances de ^ — a, en une série procédant suivant les puissances 
de 5, ou obtient que le terme à l’indice m de cette série ne surpasse pas 

f. I_i i , ”»-*-! 

(m-4-l)(w-H2) ki!__ . 

P’' 

c’est-à-dire ne surpasse pas 

l^|m 

d’où suit qu’il est borné dans l’intervalle (35) pour chaque choix de (<t) et 
de (a:,) sur (SJ. 

Or, le nombre des racines de la fonction J9(5), dont les mor’ules ne 
surpassent pas l, est limité et les opérations restantes, attachées à la réduction 
de la fraction (34), équivalent à la multiplication de la série (36) par une 
série à termes constants, ayant un rayon de convergence supérieur à l. 

Il suit de là que D, (a, 5) est une série uniformément convergente 
comme fonction de (a). 

Soit q le plus petit module des racines de Di(E)- La fraction (34) est 
développable dans une série suivant les puissances de H, ayant le rayon de 
convergence égal à q. Gomme on obtient cette série en multipliant (v, 
par une série à termes constants, on en conclut que pour 

|îl<4.<3 

le terme complémentaire de la série (11) est en valeur absolue moindre 
que t, dès que son indice surpasse un nombre N, qui est indépendant du 
choix de (a). 



LE PKOBLÈaiE DE NEUMAKN 


281 


(31) 


9 . Les propriétés de la fonction niéromorphe 

2)(0, l.S) 

~dW~ 


sont assez connues. Entre autres, la fonction (31) n’a pas des pôles dont 
les modules sont plus petits que Tunité. Si le module du pôle est égal 
à l’unité, on a Ç = 1 dans le cas ordinaire et dans le cas (JE); dans le 
cas {1} les pôles de la fonction (31) peuvent être égaux à 1 et à — 1 ; les 
pôles mentionnés sont les pôles simples. 

Rappelons-nous brièvement la démonstration de ces assertions. La 
fonction (31) étant la résolvante de l’équation 


( 21 ) 


® (a-J = E" J / „ (0,1)? {x) da -f- F{x,\ 

(S) 


elle est égale à la résolvante de l’équation 

(35) 


^(*) = rrA-.( 0 , \)^{:x,)d^^-^f{x). 

(^i) 

Il suit de là que la solution de l’équation 
(35') '|(a:) = E Ja,( 0, l)(j/(a?j)dcr, /'(æ) = 


{Si) 

r cos (yjQ 


=_irî 

2k J 

(Si) 


' 10 


<l>(Xi)dai-h-f(x) 


est égale à 


(37, = 

(Si) 

où s„(x) est la somme de n premiers termes dans le développement formel 
de la fonction 4'(^) suivant les puissances de E* 

Si l’on pose 


(38) 


fV 


1 r J/ (."Cj! (isj 


2ic J 
(Si) 


'10 
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on trouve 

dn dn ~ '\ dn dn I ' 

d’où l’on conclut, que tous les pôles des fonctions méromorphes TF et vj; sont 
réels et simples, que ces fonctions n’ont pas des pôles, dont les modules 
sont plus petits que l’unité et que le nombre Ç = — 1 n’est pas leur pôle 
dans le cas ordinaire et dans le cas (E). 

Si 4’(^) est la solution de l’équatiou (35') pour 5 = 1 et /"(a;) = O, le 
potentiel W est constant dans ayant éventuellement dans le cas (E} 
les valeurs différentes dans les domaines limités par les différentes sur- 
faces 

Si dans le cas (J) est la solution de l’équation (35') pour 5 = — 1 
et f(x) = 0, le potentiel W est constant dans (D'**), étant égal à zéro en 
dehors de (S^®>) et prenant éventuellement les valeurs différentes dans les 
domaines limités par les surfaces ü > 0. 

L’étude le l’équation 

(39) D,(0, 5) = ^ k(0, 1)A(1, 

(Si) 

qu’on obtient en substituant dans (35') à la place de 4'(iiJ) sa valeur (37), 
conduit facilement aux résultats: pour que le nombre | = 1 ne soit pas le 
pôle de la fraction (37), il faut et il suffit dans le cas ordinaire et dans le 
cas (!) que 

(40) J/’(æ)d<j = 0; 

(S) 

dans le cas (E) pour cela k conditions doivent être satisfaites 

(40') I* f (x) de = 0, ï=i, 2, . . . t 

(S(l)) 

Pour que le nombre 5 = — 1 ne soit pas le pôle de la fraction (37) 
dans le cas (i), il faut et il suffit que les k conditions 

Çf{x)da=:0, 

im 


(41) 


1 = 1 , 2 ,...*:, 
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soient satisfaites, désignant une frontière intérieure. Soit: 

(42) = 

la solution formelle de l’équation (35'). On a 

po-=/', P«(^)= f *i(0, 1) p„_x(l)«^<7j = f *„(0, l)f{cc)d<y^. 

(Si) (Si) 

Dans le cas ordinaire et dans le cas [E) le rayon de convergence de la 

série 

(1 — Ç) = P, H- i (Pj — P J -H (p„ — P,) H H r (p„ — P„-i) H- • • • 

est plus grand que l’unité et on a 

lpn—'P»-il n>N, 

X étant un certain nombre plus petit que l’unité. 

On conclut de là que p^ a une limite et l’égalité 

(43) ?„(«)= l)p„_i(l)riaj 

(Si) 

conduit à la conclusion, que cette limite p est la solution de l’équation (35') 
pour 5=1 et /■(«) = 0. La limite p est égale à zéro, quand les 
conditions (40), respectivement (40'), sont satisfaites et seulement dans 
ce cas. 

Le changement de f(x) change p par un facteur constant dans le cas 
ordinaire; dans le cas {E) les valeurs de p dépendent du choix de f{x) et p 
acquiert k valeurs linéairement indépendantes. On peut les obtenir en posant 
que 

j /-;(aj)(f(T=0, si Ü + X, |/)^(a:)d(T= 1, 

(S(h) (SW) 

Dans le cas (/) le rayon de convergence de la série 


(1 — 5*)'| = po Çpi ■+■ ^*(p» — Po) 5’(p8— Pl) • 
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est plus grand que l’ unité et on a 

|pn— P..-2! < 

T étant un nombre déterminé plus petit que l’unité. On conclut de là que 
et ont les limites; si ^4 et J? sont ces limites, on trouve, en utilisant (43) 
que 

A= f (O, 1) Brfj, B= (0, 1) . 

(5i) (Si) 

Il suit de là, que A-+~B est la solution de l’équation (35') pourÇ= 1 
et f(x) = 0 et A — B la solution de la même équation pour ^ = — 1 . 
On a .4 = 5, si la condition (40) est satisfaite; on a A = — B, si les 
conditions (41) sont vérifiées. 

Le changement de /"(a;) change A-*- B par un facteur constant; A — B 
acquiert k valeurs linéairement indépendantes; on les obtient en posant 

J f-^(x)d'7 = O, i=4=Â, J f)^(x)d<j — l , X=i,2, ...fc 

(S(b) (sO^)) 

La fonction (31) étant la résolvante des équations (21) et (35), l’équa- 
tion 

5(0, 1, ^;)=r (\(2, 0)5(2, 1, l)dcr^-^ D{l)kjl, 0) 

(Si) 

est vérifiée. On en conclut, que ^ étant la racine de 5(^), on a 
•0(0, l.y = 5,”(*.(2,0)D(2, 

(Si) 

= ^ç,’«r/.-^(2, 0)5(2, l,gdcr,; 

(Sa) 

la dernière égalité prend la forme 

(44) 5(0, l,U = Eo"*Pn,, 


si en formant p^ on prend pour f{x) la fonction 5(0, 1, 
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On conclut de là que \ ne peut pas avoir le module plus petit que 
l’unité ni être imaginaire, ayant le module égal à l’unité; dans le cas 
ordinaire et dans le cas {E)\ n’est pas égale à ( — 1), ayant une limite 
déterminée. 

La supposition que l’égalité l—l, respectivement dans le cas (i) $ = — 1 , 
est une racine multiple de D (E) conduit à la conclusion que les fonctions 
D(0, 1, 1), respectivement dans le cas (7) D(0, 1, — 1), satisfont aux 
conditions (40) ou (40'), respectivement aux conditions (41); l’égalité (44) 
donne de nouveau D{0, 1, 1) = 0 ou D(0, 1, — 1) = 0, ce qui est impos- 
sible, la fraction {31) étant réduite. 

10 . Comme la fonction 


(31) 


D(U, 1.5) 
D(b 


n’a pas des pôles, ayant le module moindre que l’unité et n’a pas des pôles 
à module égal à l’unité, les nombres ^ = 1 et, dans le cas (i), ; = — 1 
faisant exception, ces pôles étant simples, la même propriété appartient à la 
fonction 


( 31 ') 

et à la fonction 
(34) 


7)(ff, 1,0_1 r/no, 1,;), 
U (b 7>(;) 

(<?) 


^it5) ■ 


On obtient, effectivement, la fonction (34) en réduisant la fraction de 
la forme 


nie, b 
Dib ' 


Comme la fonction (34) est la solution de l’équation (10), nous avons 


(43) l\ic, 5) = 5 rA,(a, 1)D,(<7,, ?)d^,-+-7>,r;)«(^j. 

(Si) 


En intégrant l’égalité (43) sur (S), on trouve 

D,{S, bS = lI),iS, bS-^l),(b^i{S)S, 
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ayant remarqué que 


{Si) 


(S) m 




(S) W 


'10 


(Si) (S) 

= èjA(o„E)(p«' <!«)<*».= 

(Si) (S) 


Il suit de là que 

(44) = 

Comme 1)^(5, Ç) est une fonction entière de l’égalité (44) montre 
que si H = 1 n’est pas la raçine de Di(^), on a 

(45) u(S) = 0. 

Dans le cas (E) on peut substituer à la place de l’égalité (44) les k 
égalités 

(440 A («^0 = ^«(S'^ 1 = 1 , 2 , ...fc; 

dans ce cas, effectivement, 

/( J*i(''’ i)A(<"i. ^)‘^'^i)‘^<^= f(2 i)'Di(<^i. 5)‘^'^i)<^'^= 

(£?(*)) (Si) (5(1)) »=1 (5j(»)) 

♦=Jfe 

= 2 f H l)d<TW = rD,(cr„ E)( ffci(<x, l)ia)da,= 

•=»(^(»-)) (^), (sÿb) (5(1)) ' 
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car le potentiel de double couche 


(^) 


C03 


'10 


est égal à zéro, si le point (a;^), qui est sur (S^), n’est pas sur 
L’égalité (44') montre, que dans le cas (JS) il faut remplacer la condition (45) 
par les k conditions 


(45') 


«(5<'>) = 0, 


1 = 1 , 2 , ... k. 


Les conditions (45) et (45') sont non seulement nécessaires pour que 
la fonction (34) soit entière dans le voisinage du point Ç= 1, mais elles 
sont aussi suffisantes. 

Supposons que les conditions (45) ou (45*) soient satisfaites et que, 
quand même, 5=1 soit une racine de Di(5)' L’égalité (43) donne dans ce 
cas en premier lieu, que 

(43') Di(a, 1)= 2)Dj(ffg, l)dff,. 

(«si 

En appliquant à (43') le procédé d’itération nous obtenons 


(46) D,((t, 1)= rÂ:„(cr, 2)D,(a„ l)da^. 

(-^î) 


Si n est assez grand, le noyau (a, 1) est fini, étant égal à la moyenne 
du noyau de l’équation correspondante ; on a 


l)=7/^n(0. 

(«) 

où A:^(0, 1) est borné et même continu comme fonction du point (Æj). En 
appliquant à la partie droite de (46) le théorème du § 8 (2), nous pouvons 
écrire que 

A(^. 2)Di(a,, l)(ia,)da; 

(«) (Sj) 
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c’est-à-dire que 1) est égale à la moyenne de la fonction 
q>(a;)= 

(4 

qui est une fonction continue du point (a;); on a, en effet, 


\^ix') — <p{x”)\ < \\k^{x\ 2) — k^{xl\ 2)1 Z), (<7,, \)d>7^<tD,{S, 1)5', 
(5ï) 

en désignant par 1) la variation moyenne de 1), car suivant 
une remarque dans le § 6, si [a/— a;"| <yj, on a 

le nombre q ne dépendant pas de la position du point (ar^). 

En substituant la valeur trouvée de 1) dans (43') et en appli- 
quant les théorèmes du § 11 (2) et du § 12 (2), nous obtenons: 


(<^) ( 5 *) Ih) m 






(5g) (<r) 


(<7) (Si) 

l’application du théorème du § 12 (2) est maintenant légitime, car les 
intégrales 


ri‘ï’(^i)i 

(i) 


I cos (r,n 2 ^ 0)1 

r ^ 

^10 




r I COS 2^0) I ^ _ 

J 

(5) 


sont convergentes. 

Nous avons donc pour chaque portion (c): 

J( «I» (a;) ^ J <!> (a:,) da, ) da = 0. 

(5) '{St) 
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Comme la fonction sous le signe de la dernière intégrale est continue, 
il suit de là que 




h )'■>■« 

iS,) 




c’est-à-dire que <I>(a:) est une solution de l’équation homogène (35'). Or, si 
la condition (45), respectivement les conditions (45), sout satisfaites, on a 


D,(S, 1) = 0, resp. 1) = 0, 1 - 1 , 2 , ...Jt, 

c’est-à-dire 

j^(x)d<j = 0, resp. J" ‘i>(a;)<ia = 0, 1 - 1 , 2 , ...k. 

( S ) ( 5 (»)) 


Comme on peut restituer q>(a;) comme la limite de p„ (dans le cas 

ordinaire et dans le cas (E)) et comme limite de y (p„„ -t~ p,„,_J (oans le 

cas (/)) en posant p, = <I>(a:), on conclut de là que «l>(a;) = 0, d’où suit 
D^{u, 1) = 0, ce qui est impossible, la fraction (34) étant réduite et P = 1 
étant le pôle. 

Il suit de là que la supposition, que 5 == 1 est la racine de (Ç), est 
en contradiction avec la supposition que les conditions (45), respectivement 
(45'), sont satisfaites. 

En répétant presque textuellement les raisonnements de ce paragraphe, 
on démontre que dans le cas (/) les conditions nécessaires et suftisantes 
pour que H = — 1 ne soit pas le pôle de la fonction (34), sont 

(47) £f(S(b) = o, î=i,2,...t. 

L’intégration sur (5'*’) de l’égalité (43) donne cette fois 

l^l,2,...k; 

en effet 


m(S^) 




27t 

(Si) 


C 08 (tjy^^ 


\s(h) 


'10 


)dcr^ = 


= — r 1)^1 

(A 
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car 

i'i) 

est differente de zéro seulement ((uand le point (x,) est sur (iS**') et est égale 
à — 2r. duns ce cas, la normale à étant dirigée vers l’intérieur du 
domaine, limité par (6'**’). L’application du procédé d’itération conduit de 
nouveau à la conclusion, que /\(<r, — 1) est la moyenne d’une fonction con- 
tinue qui est la solution de l’équation homogène (35') pour Ç = — 1 et qui 
répond aux conditions (41). 

11. Les résultats obtenus par nous nous montrent que nous sommes en 
état de résoudre le problème posé de Neumann dans le cas, quand la fonc- 
tion donnée u(<r) est continue sur (S). 

Les problèmes infériems. Dans le cas ordinaire et dans le cas (E) les 
conditions 

M (.V ) — 0, resp. U (S’d '1 = 0, , 2, . . . k, 

étant satisfaites, ^ = 1 n’est pas le pôle de la fonction a (a) et cette fonction 
n'ayant non plus pour pôle le nombre ^ = — 1 , le rayon de convergence de la 
série 

(11) (^) = « (^) -t- V. W 

surpasse l’unité. 

On a donc pour ; = 1 : 

(48) a(cr)= a((T)-i-iXj(!T)-f-[^j(a)-»- ••• 

et la somme de cette série donne la solution de l’équation (10) pour ^=1. 
Dans le cas (J), sous la coudition 


M (N) = 0 

le nombre 5=1 n’est pas le pôle de la fonctimi (11), mais 5 = — 1 est 
éventuellement son pôle. Le rayon de convergence de la série 


(1 -H 5) fA (<t) = « (cr) 5 (aj ( 7 ) -K U (<t)) -h 5> (a, ( 7 ) h- ( 7 )) h 
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surpasse donc runité et la solution de l’équation (10) pour Ç = 1 est don- 
née par la série 

<48') [X (c7) = y jtt (c) ([Xj (<t) U (a)) -+- (fx, (a) (x, (cr)) h- • ■ • | • 

Les problèmes extérieurs. Üans le cas ordinaire et dans le cas {E) le 
nombre 5=1 étant éventuellement le pôle de la fonction (11), le rayon 
de convergence de la série 

(1 — $) fx (cr) = (a) -+- 5 (fXj (<t) — U (o)) -H 5» (fx, (cr) — iXj (a)) h 

est supérieur que l’unité; la solution de l’équation (10) pour 5 = — 1 ^st 
donc donnée par la série 

<4 9) ix (cr) = ^ |m (ct) - ((X, (a) - U (a)) H- ((Xg (d) - ix^ (ff)) - ( [Xg ( a I - (a)) | • 

Daus le cas (/) sous les conditions 

ït(S'<") = 0, t-=l, 2, 

\ = — 1 n’est pas le pôle de la fonction (x(<t) et la solution de l’équation 
(10) est donnée par la môme sérié (49). 

Or, nous avons démontré dans le j; 8, que si r^ii) est le terme 
complémentaire de la série (11), on a 

<»’ 

si 

m'^ N, 

N étant un nombre indépendant de (j); les termes de la série (1 1) à l’indice 
supérieur à N sont, par conséquent, en valeur absolue pour chaque choix 
de (a) moindre que 2e. Il suit de là que les termes complémentaires des 
séries qui donnent (1-+-5) p-(«^) et (1 — 5) tA(o')i jouissent de la môme 
propriété. 

Soit donc p^('^) le terme complémentaire d’une des séries (48), (48'), 
•(49) et ««.((t) la somme de ces m premiers termes. On a 


IPmWK*’ 
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si 

m^N, 

où N est indépendant de («r). 

Soit (ff,) un domaine arbitraire, soit (a) un domaine contenu dans («r,). 
On a par suite 

1 (<^o) — 1^ (£)l ^ (<^ 0 ) — S», (£) 1 2t, 

d’où suit que la fonction p. (a) est continue, si (a) est continue et même 
absolument, si (a) est absolument continue. 

Or, les fonctions étant absolument continue, est continue, 
respectivement absolument continue, si m(ct) est continue, respectivement 
absolument continue. 

Donc, si la fonction u{g) est continue, la fonction ii{a) l’est aussi. 
Formons maintenant le potentiel 


(50) 


(Si) 


Supposons que M(a) est continue. La densité [i(a) du potentiel étant 
continue, on a 

(5i) 

~2\u{o) — 2\^{o), 5 = rtl 

a'‘'(F) — (T«*î(F) = 2ui(a) 

d’où il suit; 

si 5=1: o“>(F) = M(a), 

si 5 = — 1, (t***(F)= — m((t). 


Le potentiel (50) résout donc le problème {B). 

Les séries (48), (48') et (49) étant uniformément convergentes sur (S), 
on peut intégrer terme à terme la série, qu’on obtient en substituant dans 
(50) à la place de ( 11 ( 9 ) la série, obtenue pour elle. Ainsi nous trouvons que 
les solutions des problèmes intérieurs sont données par les séries: 
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dans le cas ordinaire et dans le cas {E): 

F, -K F, H 

dans le cas (/): 

F = y { F, -H- ( F, -H F, ) -f- ( F, -H F,) ) 
où 



Les solutions des problèmes extérieurs sont données dans tous les cas 
par la série 

les potentiels Fj ayant la même valeur que ci-dessus. 

Remarque. Si la densité m(<t) n’est pas continue, les formules de ce 
paragraphe donnent la solution du problème (B) relatif, qui est mentionné 
dans la remarque du § 2. 

Comme F est une fonction harmonique, il suit de là que nous avons 
obtenu dans le cas, quand u{(j) est continu, une solution du problème (.i). 

On obtient d’autres solutions du yiroblème intérieur {A) en ajoutant à F 
dans le cas ordinaire et dans le cas (/) une constante arbitraire et dans le 
cas (JEl) une fonction, définie dans qui est égale à une constante dans 
chaque domaine, limité par uue surface 1, 2, ... k. Cela revient 

à ajouter à ix(a) une solution de l’équation homogène 

(Sx) 

qui est égale, suivant les considérations du § 10, à la moyenne de la solu- 
tion de l’équation 

(Si) 

Suivant la remarque du § 9, le potentiel de simple couche ayant la 
densité égale à cette solution est, effectivement, constant dans 



294 


N. GUNTHEB. SUE LES INTÉGHALE8 DE STIELTJE8 


De même, dans le cas (I) on obtient une nouvelle solution du problème 
extérieur en ajoutant au potentiel trouvé une fonction, qui est égale à zére 
en dehors de et est égale à une constante dans chaque domaine, limité 
par une des surfaces intérieures (6'*^'), 1=1, 2, ... k, ce qui revient à 
ajouter à la densité trouvée a (a) la solution de l’équation homogène 


a (7) = 





12 . Supposons maintenant que u(a) est absolument continue. Supposons 
que U (a) est la moyenne d’une fonction donnée /"(x), qui est sommable dans 
le sens de M. Lebesguc. 

Supposons que la fonction /’(*) est continue au point quel que 
soit £, on peut construire une sphère du rayon r., ayant te centre dans (x^), 
telle que 

si (x) est sur ('rj, (r^) étant la portion découpée de (S) par cette sphère. 
Pour une portion (rj, correspondante à une sphère du rayon on a 

< 1. 

Il suit de là, que la fonction /'(x) est bornée sur (r^). 

Remarquons encore, que et étant les bornes supérieure et infé- 
rieure de la fonction f(x) sur (r,), on a 

(5^'j /Vc) £ K < fW f(^o) — 2t<m.< / (rj, üf, — < 4e. 

Il est aisé de démontrer que les fonctions 
( 53 ) 1^2 

n étant quelconque, sont les fonctions moyennes des fonctions sommables 
sur (S), qui sont toutes continues dans une portion (a'), contenue dans 
l’intérieur de (r^. 
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En évaluant [/.^((t) nous avons: 


(Si) (Si^o) (fo) 

= ju (<7J (a, 1) J ( J f\ï^) d<j ^ ) d(j; 


(Si-*-o) 


(<I) (••o) 


en effet, f(Xj) étant bornée dans {r^), les intégrales 


r Z7(ff^) da, , r [?2i(îk ^ da 

J ^10 J ^10 


sont convergentes et le théorème du § 12 (2) est applicabl''. 

Si (a') est dans l’intérieur de (r^\ on a de même 

Jm (<T,) fc, (a', 1 ) daj = — ^ j ( Jm (cr^) d<7^ ) da, 


(Si-ro) 


l’intégrale 




|cos(ri<,iVo)| 

zr~s “*^i 


(-Si-ro) 


ayant un sens pour les points (a?) qui appartiennent à (o'), ~ étant dans ce 

*■10 

cas bornée. 

Nous avons donc que dans la portion de surface (a'), contenant le 
point (xJ, iJL(a) est la moyenne de la fonction 




cos (rj, JVo) 


2::.! 

(5i-*-o) (ro) 

qui est continue dans (a) et bornée dans une portion (r^) de (r,). 

On démontre de même pas à pas notre assertion pour les fonctions 
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La fonction u((t) est la somme d’une série, dans laquelle le terme 
complémentaire répond à la condition 

( 54 ,) 

si 

m'>- N, 

le nombre N étant indépendant du choix de (or); on peut prendre pour le 
premier terme de cette série m(< 7), les autres termes étant les fonctions 
linéaires des fonctions (53). 

Désignons par £,„((t) la somme des m premiers termes de la série qui 
donne (a(o). Tous les termes de à partir du second, sont les moyennes 
des fonctions continues dans une portion (<t*), contenant le point (x^). Si (o) 
appartient à (a*), on a 

^m(^) 7 J ^ J 

(T) (9) 

la fonction d{x) étant continue dans (a*). La fonction S^(ff) est donc égale 
dans (ff*) à la moyenne de la fonction 

qui est continue au point (x^). 

Remarquons qu’on peut établir pour la fonction ^{x) les inégalités, 
analogues aux inégalités (52'). On a pour une certaine portion (rj) 

6 {x^) <M^' («J 2t, d (æj — 2 ê < m/ < ô (æ,), 

en désignant par et mj les bornes de d(a:) sur (rj). 

En désignant par {a J) la partie commune de (r,) et {rJ}, on a sur (<t,'); 

|ç(a:) — 9 (a;o)| < 2e. 

En conservant les notations du § 8 (1), nous avons sur (a J) 

(®) < -JJ / (^) H- ^ J 6 (x) da < 

(9) (9) 

< fi^o) 2e -H 6 (æj -H 2t = 9 (»„) ■+■ 4e 
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J /■(æj d«T i J d (æ) da > 

(£) (£)_ 

> / (a^o) — 2e -H- » (a:j — 2t = 9 (a-J — 4e, 

d’où il suit que sur (a J): 

Comme le point (a;,) est contenu dans chaque {a J), on en conclut, que 

~ (^o) ~ ? 

La fonction (x((t) étant absolument continue, elle est suivant le 
théorème du § 12 (1) la moyenne de la fonction [/.(x), qui est sommable 
sur (S). Or, on a en premier lieu 

fï < ? (®o) ff (^o) > ? (•'■(. ' 

Il suit de là que 

(^o' — (^o) < («o)l < 2^; 

la fonction [x (<i) a donc une valeur au point (a",). 

En second lieu, on a sur (crj): 

(®) ^ C i®) '"n”. (=^)- 

Il suit de là que 

^ (.r) — a (a;,) < (ar) _ (xJ -i- 2t < 6e 
W (^o) > (^) — {* («o) > — 9 (^«) — 2e > — 6e ; 

c’est-à-dire sur ((tJ) on a 

— 6e <[x(a;) — fx(3-j)<6e, 

ce qui montre que la fonction (x(a;) est continue au point (a^). 
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On conclut de tout cela que (a^ étant une portion de {8} contenant le 
point (x^, on a 

y 1 pj (gi)d<Ti ^ 1 

(Si—H) (®o) 

la fonction y.{x) étant continue an point (x^). 

La théorème de Liapounoff, cité dans le § 2 (5), montre, maintenant, 
que V possède la dérivée normale au point (x^ et qu’on a au point (x^): 


dVf 1 r(i.((ij)cos(rioiVo)d(Ti 1 r (xJ cos (rip -ZV q) 


-rj 


d<Ti-4-(A(a;o). 


Or, en donnant à l’égalité 


•2“ J (<^i) ^ 1 [A (a) = M ((j) 


la forme 


ix(<T^)k{<T, ^ Jp.(Oi)A:(a, 1 )^^ [x(it) = m(«t) 


2t:J 

(5i— io) 


on peut la transformer, (a) étant dans l’intérieur de (o-^), en 


»o) (®) (®o) 

■; = -J j 


d’où l’on conclut que 


i n 1 ^ 

«J I StcJ r,j* 1 

(a) (Si-ao) 

^ J t* (^i) — d<j^ -»- (a;) — f\x) I dg := 0 


et, la fonction sous le signe de l’intégrale étant continue au point (æ^): 


1 rp.(«i)cos 

2«J r„’ 

(^— o) 
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c’est-à-dire 


dn 




Nous avons ainsi: si la fonction m(<t) est la moyenne d’une fonction f(x) 
sommable sur (5), dans chaque point (a:J, où f(x) est continue, la fonction F, 
trouvée par nous dans les paragraphes précédents, résout le problème de 
Neumann pour la fonction f{x) en sens ordinaire. 

13. U reste encore à traiter la question de l’unicité de la solution 
du problème (A). 

Nous démontrerons que parmi les fonctions harmoniques, auquelles 
on peut donner ta forme 

_l r ((J ) 

47: J 7-10 4t,J V 

(Si) (Â’i) 


dans le cas d’un problème intérieur, et la forme 


W 


^ _ 1 r '7i<‘>(lF)r^ _ J r COs(r„ 

47c J It: j 




d<j 


{Si) 


(Si) 


10 


1 » 


dans le cas d’un problème extérieur, et pour lesquelles les valeurs 
moyennes respectivement sont les fonctions continues 

sur (S), — il n’existe pas d’autres solutions que celles que nous avons trou- 
vées, en négligeant, évidemment, dans le cas d’un problème intérieur, la 
constante additive qu’on peut ajouter à F, suivant une remarque dans 
le § 11. 

Comme la démonstration de cette assertion est basée sur quelques 
relations, qui seront établies à propos du problème de Dirichlet, nous la 
remettons jusqu’au chapitre suivant. 

14. Supposons, que (?*'*, sont les fonctions de Franz Neumann, 
qui servent à résoudre le problème de Neumann dans le cas, quand la valeur 
normale de la fonction harmonique cherchée F est continue sur {S). 
C’est-à-dire,’*' supposons, que 

(5(«) = i. pw, ai) = 1 -4_ i'«) c 

^*10 ^10 


* Voir, par exemple, J. lladamard, n Leçons sur le propagation des ondes», pp. 88, 84. 
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OÙ r‘** est la fonction harmonique du point {x^, définie dans (D**’), telle 
qu’on ait sur f5j): 



et est la fonction harmonique du point (Xj), définie dans telle 
qu’on ait 


(55') 


dr*'>\ cos(r,^^j) 2ic 

rf»i /< Ko ^ ' 


la constante C étant assujettie à la conditiou 


r rf(T, = 0. 

(i 

Les solutions du problème de Neumann, posé dans le § 1, sont données 
respectivement par les formules 


(56) ^ ^ (<^i) ^ 

'(S-t) (Si) 

Pour le démontrer, envisageons en premier lieu le problème intérieur. 
Soit V la solution de ce problème, qui est trouvée dans les paragraphes 
précédents. Comme V est un potentiel de simple couche, nous pouvons 
appliquer les formules du § 12 (5): 


\Si) “ (Si) 


(•S'i) ■ (Si) 

Or, on a suivant le § 13 (5): 


[(’"<’■) 1?.- ''O *■= 

(Si) ‘ 
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l’indice (1) indiquant que la fonction est traitée comme fonction de (x^), 
c’est-à-dire: 

{Si) * 

Eu utilisant (55') nous pouvons donner à la dernière identité la forme 


(58) J = 

(5i) “ (Si) ^ 


En retranchant l’égalité (58) de l’égalité (57), nous obtenons 


(59) 


V 



r,“> I -+- (7 = ^ J M (ff,) rf(T, -H c, 

(Si) 


en désignant par C une constante, ce qu’il fallait démontrer. 

Si la fonction «(tr) est la moyenne d’une fonction f(x) sommable 
sur {S), comme est continue et bornée sur (S), si le point (x) est daus 
l’intérieur du domaine s’appuyant sur le théorème du § 7 (2), on 

peut donner à l’égalité (59) la forme 


(60) 

(-S'i) 

On démontre de la même manière la seconde des égalités (5G) et dans 
le cas quand 

uir;)=ljfix)da 

(t) 

on peut lui donner la forme 
(60') 

(Si) 

On voit ainsi, que les formules classiques (60) et (60') de la théorie 
du potentiel subsistent dans le cas général, quand la fonction f{x) est 
seulement sommable. Les fonctions (60) et (60') vérifient les conditions: 
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a) Ponr chaque point (æ), où la fonction f{x) est continue, on a 


respectivement 


fin 


■f{xy, 


b) Pour chaque domaine (j) sur {S) on a 

(») 

respectivement 

(®) 


CHAPITRE 7 

Le problème de Dirlchlet 

1 . Soit donné un domaine limité par la frontière {S), qui répond 
aux conditions énumérées dans le § 1 (5). 

Soit donnée une fonction u (a) des portions (a) de la surface (S), qui 
est additive et à variation bornée. 

Désignons, suivant les notations du§ 10 (5) par F((t') la valeur moyenne 
d’une fonction V sur la portion {a'), définie suivant les règles du § 10 (5) 
et située dans l’intérieur d’un des domaines (-0^*0 c’est-à-dire posons 

(1) F(cr') = ^Jrdcr 

et proposons-nous de résoudre le problème (A): trouver une fonction V 
harmonique dans l’intérieur de où dans l’interieur de (1^^), telle qu’on 
ait pour chaque portion (cr) de la surface (5); 

F‘>((T) = M(cr), 


( 2 ) 

respectivement 


F<*> (a) = «(<!), 
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OÙ respecÜTeraent sont les limites de la quantité (1), vers 

laquelle elle tend, quand (o') tend vers (a), étant dans l’intérieur de 
respectivement dans l’intérieur de 

En parlant des domaines et nous supposons toujours, 

que (D‘*’) contient le point à l’infini et nous distingons les trois cas: le cas 
ordinaire, le cas (7) et le cas (E), définis dans le § 1 (5). 

2 . En abordant le problème (A) nous supposerons, que la fonction u (<t) 
est continue. Si la fonction u{<i) est continue, la condition du théorème 
du § 12 (5) 

(3) Uia,)==Uia,), Üia,)==Uia,), 

où Z7(cr) est la variation moyenne de «(a), est satisfaite pour chaque 
domaine (o-j). 

Ayant fait cette restriction, nous substituons au problème (A) le 
problème (B) suivant: trouver un potentiel de double couche 


( 4 ) 


w{x) 




(.S,l 


'10 


qui satisfait à la condition 

= m((t) 

dans le cas du problème intérieur et à la condition 




dans le cas du problème extérieur. Nous désignons, comme toujours, par 
la distance entre le point (x) et le point (a:^) sur (S), dirigée vers le 
point (cc^); par (S^), (o-^) la surface (S) et ses portions (a), si (N) est traitée 
comme le lieu géométrique des points Nous désignerons par (S^ et 
la surface (S) et ses portions, si elles sont traitées comme le lieu 
géométrique des points (a;,.). 

Suivant le théorème du § 1 2 (5), si pour un certain domaine on a 
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6((t) étant la variation moyenne de d(<T), les limites existent 

(»o) = f ^ (^i) ^ ('^01 1) 2 t: d ((To), 

(5i) 

(<^o) = f ^ K) ^ l)da^ — 2r.d («rj, 

«J 'lo 
l®) 

l’intégration dans la dernière intégrale étant effectuée suivant le point (x) 
et aVj étant la normale à (Sj) au point (Æj). 

Comme le potentiel w est une fonction harmonique dans l’intérieur 
de (D'**) ainsi que dans l’intérieur de le problème {B) n’est qu’un 

cas particulier du problème (,4). 

Mais les problèmes (A) et (B) ne sont aucunement équivalents: pour 
que le problème (B) extérieur devienne possible, il faut poser des conditions 
supplémentaires. 

D’un autre coté, eu s’occupant du problème (B) on peut le généra- 
liser en éliminant la supposition que la fonction u{(t) est continue. 

En donnant à la quantité 

J d ( ctJ 4(Tj it 2u d (< tJ 

('?i) 

le nom de la valeur relative de la moyenne de w sur (uo) du côté intérieur, 
respectivement, du côté extérieur de (S), on peut chercher le potentiel de 
double couche pour lequel cette valeur relative de la moyenne est égale 
à une fonction moyenne arbitraire m(ct). 

Suivant la définition des valeurs moyennes relatives d’un potentiel de 
double couche, les égalités (5) subsistent, si «'‘''(crj) et sont ces 

valeurs. 

Comme conséquence des égalités (5) nous avons 

k"' (o.) = 2 Ja (<,,)((,„ 1 )*,,, 

(") (5i) 

(t^o) — (“^o) = d 


et on a 
( 5 ) 


OU 

( 6 ) 
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Les égalités (5) et (7) montrent qu’on peut pour résoudre le 
problème (B) suivre la marche ordinairement adaptée pour la résolution du 
problème de Dirichlet, qui consiste dans la substitution à la place du 
problème (B) d’un problème plus général, précisément, dans la résolution de 
l’équation 

(8) (ct) — w*** (a) = 25 tv (d) -t- 2 U (a) 
dans laquelle 

(9) m;(c 7)= J d(aj)^(a, 

(-Si) 

Si w(5, 0) est la solution de l’équation (8), la fonction w( — 1, 0) 
résout le problème intérieur et la fonction «>(1, 0) — le problème extérieur, 
en supposant, certainement, que la fonction w(5, 0) a un sens pour 5 = — !> 
respectivement pour 5=1- 

En effet, l’équation (8) donne pour 5 = -•- 1 : 

(a„) — ((T„) = 2 m> (ct„) -+- 2m (<tJ = (cr^) -+- (o J -+- 2 m (a^), 

(a„) = — u(d„) 

et pour ç = — 1 : 

(<To) — (®o) = — 2 m (<t,) = — «;<’■> (<T„) — (aj -+- 2 u (o 

«;(‘>(Oo) = M(cr„). 

En substituant dans (8) à la place de w{a) sa valeur (9) et en utilisant 
la seconde des égalités (7), nous obtenons l’équation intégrale 

27:d(a) = ï|'d(a,)/(ff, 1 ) da, — m (ct), 

(-Si) 

qui définie la fonction d(a). 

La forme de l’équation obtenue montre qu’il est plus commode de 
désigner la densité inconnue du potentiel de double couche par ~ d (a), en 
écrivant 

..(0)= I /»(..) 

(-^l) 


( 4 ') 
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à la place de (4), ce qui conduit à l’équation 

( 10 ) = ^ 

(Si) 

Nous avons remarqué dans le § 14 (5) que le noyau 


de l’équation (10) répond à la conditiou (A) du § 1 (3); l{a, 1) est 
continue, comme fonction du point {x^ pour chaque choix de (a) et sa home 
totale est bornée comme fonction de (a;,); le noyau Z (a, 1) n’est pas fini. 

3 . On obtient une solution formelle de l’équation (10) en posant 


(11) d(a) :.^«(a)-i-E»i('7)-»-^*^j(o)H 

(1 2) dji.(a) Vh-i 

(5i) 

il est démontré, en effet, dans le § 9 (2), que la fonction ^t;t(o') est 
à variation bornée, si la fonction (a) est à variation bornée, d’où suit 
que la formation de la série (11) est possible. 

La série (11) conduit à la solution de l’équation (8); 


(13i 

où 

(14) 


w (0) = (0 j (0) -H Wg (0) -H • 

“’ï = 2^ de,, 

(Si) 

«’* (‘^) = ' 2 ^ J 'Vi de,. 

J '10 


(Si) 


Comme on a 


Wj 


'^(Si) 

(<^) = è J V “ 

(-îi) 


on peut écrire 
( 15 ) 
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ce qui permet de calculer les fonctions «> 1 ( 0 ), Wg(0), . . . pas à pas sans 
avoir recours aux fonctions .... 

La fonction moyenne i(<j, 1) est absolument continue, quand la 
position du point est fixe. On démontre sans peine, comme dans le § 5 (5), 
que cette continuité est uniforme sur (Sj). 

En effet, en construisant une sphère ayant le point (a:,) pour centre et 
un rayon S suffisamment petit, on a 


r|cosXrio_^i)J 

(2) 

La longueur de S ne dépend pas de la position du point (a^j). Étant 
donné, maintenant, un domaine (a), désignons par (o-S) la portion commune à (■7) 
et à (S). Nous avons 


(16) J 

( 9 ) 


Donc, si 


on a 


2-=vî, 
1)|ct <t. 


On conclut de là que les fonctions 


(17) w^{a) == 3i(a), = d,((T), . . . , ^^( 7 ) = d^(a), . . . 


sont toutes absolument continues, même si la fenction u («r) n’est pas continue. 
On a en effet 


^ I (^,) hi < ^ J ® 1 ) I ^ 6 (‘^i) S„ 

(Si) 


SI 


C7 < •/;. 


4, Comme le noyau 
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répond à la condition (A), les considérations du § 7 (3) sont applicables 
à l’équation (10). 

En appliquant le procédé d’itération, on peut affirmer, que la 
fonction d((T), si elle satisfait à l’equation (10), vérifie l’équation 

(18) = f k(<T, 

(Si) 

où 

(19) S„ (or) = M (o) -4- ^ fZj (o, 1) M (u^) 

m 

J ^2 1 ) M (a^) (T, H H 1" (o , 1 ) M (aj) . 

(Si) (Si) 

Nous désignons ici par 1) le noyau itéré 

(20) IJo, l)dc,= Çljc, l)rfa„ 

(Sa) (Ss) 

ayant posé pour simplifier les formules 

^i('^» 1); 


suivant le théorème du § 7 (3) les noyaux 1^(0, 1) répondent à la 
condition (A), car le noyau (a, 1) répond à cette couditiou. Réciproquement, 
si un des noyaux itérés 1) est fin^ la solution de l’équation (18) 
vérifie l’équation (10); dans ce cas, la fonction ^(ct) est pour chaque choix 
de m(o-) une fonction méromorphe de ^ et pour s’assurer, que le rayon de 
convergence de la série (1 3) surpasse l’unité, il suffit de s’assurer que cette 
fonction méromorphe n’a pas des pôles, dont les modules ne surpassent pas 
l’unité. 

5. Ayant posé dans le § 5 (6) 



nous avons considéré dans le chapitre 6 le noyau 


A-,(a, 1) = 1JX(Ü, l)da 

(®) 


( 22 ) 
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et nous avons démontré dans les §§ 6 (6), 7 (6) que les noyaux itérés 


k^{0, 2)È„_,(2, l)da„ 

(S») 

^ ^ J *«.-1 1 ) <^'^» = J 2 ) (ffj, 1 ) 

(«s) (■^'ï) 

sont liés par la relation 

(23) kj^, l)=.ijA-^(ü, ])ch. 

{») 

De plus, nous avons démontré, que si 


(24) 


2 — 7»X < 0, 


le noyau È^(0, 1) est une fonction bornée, d’où il suivait que le noyau 1) 
est fini. 

Comme on a 


on trouve 


!'■ ’ ’ UTcaJ V 

(«) 


(il) (<Jl) 


cos(riuiVo) 


10^ 
r 2 
Mo 


-d(j^ = 


= ijt,(0, l)d... 

(»l) 


En comparant les égalités (22) et (25) on trouve facilement 


k) (9) 

En efifet, l’égalité 

J( |'Èj( 0, l)(i(ïy(Tj=: JÈi( 0, l)rfffj )rfî 

(<Xl) (<x) (®) (^l) 


(26) 
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n’est qu’un cas particulier de l’identité (26) du § 7 (6), qu’on obtient en 
mettant l’imité à la place de (0, 1). 

Nous démontrerons que l’égalité (26) subsiste pour tous les noyaux 
itérés, c’est-à-dire qu’on a pour chaque w; 

(27) \ 

(’i) (<r) 

Comme l’égalité (27) est satisfaite pour m= 1, on peut supposer, en 
la démontrant pas à pas, que l’égalité 

(27') j k„. (a, l)d-Tj = J 

(Tl) (<r) 

est satisfaite pour m' < m. 

En utilisant le théorème du § 7 (2), nous avons, d’après (27'): 

“ = l)d<y^)da^ = 

(Tl) (Tl) (5f) 

= j (^. 2) ( ^ (^8, 1) <^«^1 ) da, = 

(Ss) (Vi) 

= j k (<^. 2) ( ^ J L-I ('^1- 2) da, ) da, = 

(Sg) f®2) 

(Sg) (a) (ffj) 

En appliquant maintenant les théorèmes des §§11 (2) et 1 2 (2), on 
obtient 

(28) (a, 1) ricTj = -1 J ( J (0, 2) ^ J (a^, 2) da, ) do, = 

(»l) (t) (>5*) *1*) 

==-J/( 2)/„_j(Oj, 2)do,)dar,; 

(T) (-Sï) 
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le théorème du § 1 2 (2) est applicable, car l’intégrale 

J 2)dT,|)|*,(0, 2)|da, = 2)\\k^(0, 2)|fia, 

(S,) (<»,) (5,) 

est uniformément convergente, la fonction (a, 2) étant continue comme 
fonction de {x^. 

Or, on a suivant (25): 

0)= {L-A^v 2)^i(s> 0)rfcr,= 

(Si) 

= j L-A°v 2)(^j'*i(0,2)(f<rj)rfc7j=J 2)A:,(0, 2)d<y^. 

(Si) ("«i*) (Si) 

L’égalité (28) prend donc la forme 

^ J (<T, 1 ) dffj = -JJ (<T,, 0) (h, 

Vi) (ff) 

ce qu’il était à démontrer. 

En utilisant l’égalité (23), nous obtenons 

(a) (Cl) (c) (o) (Cl) 

ce qui est de nouveau uue simple conséquence de l’identité (26) du § 7 (6). 
La dernière égalité conduit à la conclusion, que pour chaque (cr) on a 

(®) («i) 

Les fonctions 

W) 

étant pour chaque (aj) les fonctions continues du point (x), on en conclut que 

(29) 0) = ^j4„(0, l)d,7,. 

(»l) 
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Il sait de là, que ( 7 ^, 0) est fini, si n satisfait à l’inégalité (24). 

6 . Revenons maintenant aux considérations du § 4. Nous avons que la 
solution de l’éqaation 

(10) d(a) = 5 pi(o', l)d(7jd7j-4-M(7) 

{Si) 

vérifie l’équation 

(1 8) 3 (7) = r j (7, 1 ) d (7,) d<T^ -+- s„ (7) 

(Si) 

OÙ 

( 19 ) 8 „ (7) = M (7) H- ; Ùj (7, l)u ( 7 j) d 7 j -+- n, (7, 1 ) w ( 7 j d 7 j 

(Si) (Si) 

H i„_i(<T, l)M(7j)d7^. 

(Si) 

L’équation, associée à l’équation (18), a la forme 

(30) f (Xj) = r J (7, 1) (p (x) da- ■+■ F(x^ = 

(S) 

= rJ(^J*„(l, 0)d7)ç(a;)d7-»-2?(^,) = r|*„(l,0)(p(a;)d7H-ir(ir,). 
(S) (<T) (S) 

Or, c’est l’associée de l’équation 

(3 1) ç (a:) = r f K (} , 0) ® (x,) d7^ -h F{x\ 

(Si) 

qui a été envisagée par nous dans le § 8 (6) sons la forme 

?(®i) = rjA:„(0, l)ç(a;)tf7H-F(a:,). 

(S) 

Noos y avons désigné sa résolvante par 


r(0, 1,5) 


i>(o.i.O 

D( 5 ) 
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D(5) étant le déterminant de Fredholm, attaché aux équations (30) et (31). 
La résolvante de l’équation (30) est donc égale à 


(32) 


r(i. 0 , 1 )--= 


^>(1,0,$) 

2)(Ç) 


d’où suit, que la résolvante commune des équations (18) et (30) est égale à 

(33) r(l , a, ^) = i Jr (1 , 0, l)d<T = > 

{s) 

où 

D(l, a. ^) = -i Jd(1, 0, ^)da. 

(’) 

Il suit de tout cela que 

(34) d ((t) = s„ (a) H- r I s,, (cr^) T (1 , E) dcr^ = ’ 

(■<) * 

Dg(<T, E) et Dg(E) étant les fonctions entières de E; nous supposons, que la 
fraction (34) est réduite. 

En poursuivant les raisonnements du § 8 (6), on conclut, comme le 
terme complémentaire de la série D(l, 0, E) est égal, suivant les notations 
du dit paragraphe, à i2„,(l, 0), que si, 

(35) |E|</ 
on à 

0 ) 1 <£, 

si 

m>N, 

le nombre N étant indépendant de la position des points (x) et (x^). 

Il suit de là, qu’on peut poser 

^'1 

si 

tn> N, 

indépendamment de la valeur choisie de (<t), ^f,„(I) ®) étant le terme 
complémentaire de la série D(l, <t, E), ce qui conduit à la même conclusion, 
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que celle qui à été obtenue dans le § 8 (6): si q est le plus petit module 
des racines de la série (11), qui donne le développement de la 

fonction 3 (a), est convergente pour les valeurs de ayant le module ne 
surpassant pas q et que pour 

1^1 <<ii<y 

le terme complémeutaire de la série (11) est en valeur absolue moindre 
que e, dès que son indice surpasse le nombre N, qui est indépendant du choix 
di' (ct). 

7. Nous nous sommes rappelé dans le § 9 (6) les propriétés de la fonction 


(32) 


i)(i,o,0. 


elle ne possède pas des pôles ayant les modules plus petits que l’unité; 
parmi les nombres, dont le module est égal à l’unité, le nombre ^ = — 1 
n’est pas son pôle dans le cas ordinaire et dans le cas (E), mais il peut être 
un pôle dans le cas (i); si, dans ce cas, \ = — 1 est le pôle de (32), c’est 
un pôle simple. 

L’équation homogène 

(36) <}.(a:)=--[A,(0, l)4'(^a)d^i 

(5i) 


a dans le cas ordinaire et dans le cas (7) une seule solution qui est 
linéairement indépendante des autres. Ou obtient cette solution en formant 
la variable 

(37) p„(0)= f&,(0, l)p„_,(i)da,; 

(«i) 

en formant cette variable, on peut choisir pj(0) arbitrairement; la solution 
cherchée est donnée par la limite de la variable p,^ -i- Pj„_i. Dans le cas(J5J) le 
nombre des solutions linéairement indépendantes de l’équation (36) est égal 
à k. On les obtient en choisissant convenablement Po(0); pour les obtenir 
tontes il suffit de poser 

Po(0) = ?o‘’‘HO), f?^\0)d<T==0, >.4=i, 

m 

rp;^)(0)(icr = i, l = \ 
m 


X=l, 
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Désignons ces fonctions par 

. . . p'"'. 

On s’assure aisément en intégrant (37) sur (5**^) qu’on a 
(0)<iCT = 0, si X4=^; =1, si Z = X. 

m 

La limite de la variable p,^ -i- pj^^ est égale à zéro, si l’on a 

Jpo(0)da = 0, 

(S) 

respectivement, dans le cas (E), si 

rpo(0)d<T = 0, i=\,2,...k. 

à 

Dans le cas (/) l’équation 

(360 <l;(a:) = -jX(0, l)>];(=r,)</<T, 

(^’t) 

a k solutions linéairement indépendantes; on les obtient toutes en cherchant 
les limites de la variable pj^^ — pj^^^ , ayant posé 

Po(0) = Po'^HO), rpo‘^>(0)da = 0, X + ^, 

(5d)) 

r (0) d<r = i > l — 'k, X=i, 2 , ...h 

Â 

Désignons ces fonctions par 

r, r. 

On s’assure aisément, en remarquant que 

f Pn(<ï) == — r (0) dcT, 

m m 
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qu’ou a 

f do- = 0, si i#=À; =1, si l = 'k. 

m 

La limite mentionnée est égale à zéro, si l’on a 

rpo(0)da = 0, U\,2,...k. 

( 5 ( 0 ) 

En s’occupant du noyau A-^(0, 1) on s’af-sure aisément que dans le cas 
ordinaire et dans le cas (7) on a 

JA:„(0, \)d’T= 1; 

(S) 

dans le cas (E) on a 

( ^„(0, l)dcr==: 1, ou = 0, 

(5(0) 

suivant que le point (x^) est sur (S'O) ou uon; dans le cas (/), on a, si 
est une frontière intérieure: 

rA;„(0, l)do = (— If, ou=0 

(.sW) 

suivant que le point (x^ soit sur (5^*0) ou non. 

Pour le démontrer il suffit d’éffectuer l’intégration mentionnée en se 
servant de la définition de k^(0, 1): 

kjp, 1)= fAjlO, 2)Æ„_,(2, l)da, 

(À'ï) 

et en utilisant l’identité (26) du § 7 (6). 
li’équation 

(38) '^(aj,) = rjA„(0, F{x) 

(•‘'il 
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possède une solution pour ^ = 1 , si 


(39) 


J'jF’(a:)d(T = 0, 

iS) 


respectivement dans le cas {E), 


j F(x)da — 0, 


i=l, 


(S(î)) 

En effet, on a, ^(a;) étant la solation de (38): 

(Si) 

la fonction à la droite étant réduite. Il suit de là 


i>s(0,$) = r r-t„(0, l)J),(l,^)d^^-t-B,C')F(x) 

(Si) 

ce qui conduit à l’égalité 

( 1 — D J (0, 5) d^i = n, (?) J' F(x) 

(Si) (Si) 

dans le cas ordinaire et dans le cas (Z) et aux k égalités analogues dans le 
cas (Æ)). Ou en conclut, que sous les conditions (39): 

jD,(0, l)dcr = 0 

(S) 

et 8 iZ) 3 (l) = 0 : 1 ) 3 ( 0 , 1 )= r*„( 0 , 1)D,{1, Ijrfa,. 

(Si) 

En posant p3(0) =D^(0, 1) on trouve 

1)= r*«(0, l)Po(l)‘^'^i= ljPo(i)^^i = P«,W 

(Si) (Si) 


(41) 
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ce qui conduit à la conclusion, que DjfO, 1 ) == 0 , ce qui est impossible, la 
fraction (44) étant réduite. On a donc Dj(l)4=0 et la formule (40) 
donne pour 5 = 1 la solution cherchée. 

On démontre de même dans le cas (J), que l’équation (38) a une 
solution pour Ç = — 1 , si , n étant impair, 

(39') ['F(a;)da = 0, 

(sW) 

En appliquant les mêmes raisonnements on obtient, en supposant 
que D{ — 1 ) = 0 et que la condition (39') est satisfaite, à ta place des 
égalités (41) les égalités 

(42) 11 ) 3 ( 0 ,— l)da=:0,D,(0,-l)=(-l)”jA„(0, l)D 3 (l,-l)rfa, 
(5(1)) (5,) 

d’où l’on conclut que 

1 ) 3 ( 0 , -l) = (-l)"*p„.( 0 ) 

si l’on pose 

P„( 0 ) = 1 ) 3 ( 0 ,— Ij. 

La variable p„sj(0) — P„(ît_i)(9) étant égale à 2 D,(0, — 1) cela conduit 
à la conclusion que 1 ) 3 ( 0 , — 1) est égale à zéro, ce qui est impossible. On 
a donc I )^{ — 1 ) = 4 = 0 et on obtient la solution cherchée en posant dans (40) 

5 = — 1 . 


8 . En s’appuyant sur les remarques qui précèdent, on peut démontrer 
les lemmes: 

1 ) Si la fonction tp ( 0 ) du point {x) sur (5) vérifie l’équation 


(43) ,)0) = ^["-^?^H^?(l)d<T 3 = J*,(l, 0)?(l)dcr,, 

(Si) {Si) 


ç( 0 ) est une constante dans le cas ordinaire et dans le cas ( 1 ); dans le cas 
(E) ç (a;) est constante sur chaque frontière (S*^*). 
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2 ) Si la fonctiou © ( 0 ) du point (æ) sur (S) vérifie dans le cas (/) 
l’équation 

(441 = 

(«l) (-‘fl) 

<p( 0 j est égale à zéro sur la frontière extérieure et est constante sur 
chaque frontière intérieure. 

Pour s’en assurer il suffit de remarquer, que ç (0) vérifiant l’équation (43), 
vérifie aussi l’équation 

(43') ^( 0 )== f/cjl, 0 )o(l)daj. 

(Si) 

Or, si l’on pose dans l’équation (38): 

F(x) = {x, X,) — k^ (X, x^), 

où (Cj) et {Xg) sont les points situés d’une manière quelconque sur (S) dans 
le cas ordinaire et dans le cas {I) et sur une même frontière ( 6 '*^*) dans le 
cas (E), on voit que la condition (39) est satisfaite. L’équation (38) possède 
donc une solution pour ?= 1 . Si (j;(a:) est cette solution, on obtient, en 
multipliant (43') par '.[(x) et eu intégrant sur (S), que 

— r k„ (x, , x^) 9 (xJ -4- j (x„ X,) © (xJ d<j^ — © (Xg) -i- 9 (x,) = 0 . 
('‘'■1) (^>ù) 

d’où on conclut que le leinme(l) est exact. 

De même, en posant dans le cas (i) 

F{x) = (x, X 3 ) — /f„ (x, Xj), 

(Xj), (Xg) étant deux points choisis arbitrairement sur une même frontière 
intérieure, on satisfait aux conditions (39'). L’équation, (38) a, donc, dans 
ce cas une solution (}/(x). 

Or la fonction 9 (x) satisfait à l’équation 

? (if) = (— 1 f *„(1, 0) 9 (Xj) dcr,. 

(-^’i) 
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En multipliant la dernière égalité par ’|(ir) et en intégrant sur (S) on 
trouve 

— {K r (^ 1 ’ ®*) ? (®l) rfcTj = — <p (X 3 ) -H (p (iCj) = 0, 

(Si) (Si) 

d’où suit l’exaotitude de l’énoncé pour les frontières intérieures. 

En posant 

ç(x) = C‘*> sur («<'■)), <-r2,.. 

on trouve pour uu point {x) sur (S*®*): 

fcjfe 

?(0) = — 0)ç(l)d<7,- 2 f 0)dcr^ = 

= — j ^1(1. 0 )(p(l)<fcrj, 

(«>)) 

car 

Ja. (1, 0)*,= A r?2iijÆîrf<,^=o, 

t4‘h (sÿi) “ 

si le point (x) est en dehors du domaine limité par (S'**). Le nombre 5 = — 1 
n'étant pas un pôle dans le cas ordinaire d’un domaine, limité par une seule 
surface (5*®^), on conclut de là que f(x) est égale à zéro sur (5*®*). 

Les deux lemmes que nous venons de démontrer sont équivalents aux 
deux lemmes suivants: 

1) Si 

(43') ? (<^; = f (<T, 1 ) ? {<^ 1 ) d<Ji, 

(Si) 

ç (ff) est constante dans le cas ordinaire et dans le cas (/); dans le cas(jfc') <p (<t) 
est constante sur chaque frontière (S**'). 

2) Si dans le cas (7) 

(44') !p (cr) = ^ j Z, (ff, 1) (p ((Tj) (/(Tj , 

(S\) 

P (a) est égaie à zéro sur la frontière extérieure (5*®’) et est une constante 
sur chaque frontière intérieure. 
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En appliquant à l’équation (43') le procédé d’itération, nous concluons, 
que <p (d) vérifie l’équation 


Or, on a 


ç(a)= r l)(f((Tj)rfa^. 

(Si) 

(<’) 


la fonction A:„(0, 1) étant une fonction bornée et continue des points (æ) 
et («j), on peut appliquer le théorème du § 8 (2) et obtenir l’égalité 

{<^) (Si) 


(•^) 


ayant posé 


?('^) = J *«(0, 


(Si) 


La substitution de cette valeur de ç(ic) dans l’équation (43') donne, la 
fonction ^ (x) étant bornée que 


Ij <?'*)«'"= 2^ J- = 

(<T) (Si) (a) 


(») (Si) 






(») (Si) 

* 

Les fonctions du point (x) sous les signes des intégrales étant 
continues, on en conclut que 


(43) 


(Si) 


c’est-à-dire que (a;) est la fonction du lemme 1. 
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Si (p (x) — C, on a évidemment 

(a) = ^ ^ C da G. 

(o) 

De même, en appliquant le procédé d’itération à l’équation (44'), on 
obtient 

<p(a) = (—!)” Ù (a, l)(p((Tjd<7j 
(Si). 

d'où on conclut, en répétant textuellement les raisonnements que 


(®) 


où ®(a5) est une fonction qui vérifie l’équation (44). 

9. Nous sommes maintenant en état de démontrer le théorème sur 
l’unicité de la solution du problème de Neumann, qui a été formulé dans 
le § 13 (6). 

Supposons, qu’une fonction moyenne à variation bornée m((t) étant 
donnée sur (S), il existe, outre la solution trouvée suivant les règles 
du § 11 (6), une autre fonction harmonique w, qui résout le problème 
intérieur de Neumann pour la même fonction u(a) et qui est représentable 
par la formule 


(45) = :r f H- f M'* ’ (O — 

i-jtj rjo 47cJ V 1’ 

(Si) (Si) 


la fonction (a) étant continue. 

Comme le potentiel de simple couche, trouvé dans le § 1 1 (6), est 
représentable par la formule (45), on a 


(45') 


JL r g/>(^orf^i . 1 c 
4k J rjo 

(Si) 


_ 

(Si) 


*■10 


ff‘*’(F) étant le flux relatif en cas, quand «(a) n’est pas continue. 
Comme on a 


(m;) = (j<*> ( 7 ) = m (o-j 
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on a dans les points intérieurs de 


w 


(Si) 




de. 


'10 


Gomme la fonction (cr) est continue suivant notre supposition et la 
fonction (cr) est absolument continue suivant les théorèmes du § 1 1 (5), 
il suit de là d’après le théorème do § 14 (5) que 


FC) (a) _ «,(•) (a) = 1 J( F<'> (a,) — (a,)) f (cr, 1 ) de^ 

(Si) 

OU 

F(‘> (ff) — ((t) = ^ J ( (aj — u/'> (e^)) l(e, 1} de^ — 

(Si) 

= r ( (^,) — (tri)) (a, 1) rferj. 

(Si) 


L’équation obtenue par nous n’étant pas distincte de l’équation (43') 
on en conclut que 

wC) (a) = F<’’> (a) -+- 6’, resp. m><‘‘ (a) F<‘> (e) -+- (7<'> 


et que dans l’intérieur de (X)*'*) 

w = 


J- 

47C 


r <T/>(T0 
J »'io 


(Si) 


— 4 — 


— j F‘*’ (o-j) ~ de^ -+- C, resp. -+- C'*’, 

(Si) 

w= V-i- C, resp. w — V-t- 


Z=l,2, 


h 


c’est-à-dire que w est parmi les solutions que nous avons trouvées. 

De même, dans le cas du problème extérieur, la supposition qu’on a une 
solution pour laquelle 


w 


(S'i) (Si) 
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et (<7) est continue, conduit à la conclusion que 

F<*> (cr) — «/'> (<t) = — r( F<*> (<7 j — m;<«> (<Tj)) \ (a, 1 ) . 

(Si) 

La dernière équation n’étant pas distincte de l’équation (44') on en 
conclut que dans le cas ordinaire et dans le cas {Ey. (ct) = F**’ (a); dans 
le cas (i) la différence ( 0 ) — F<®* (<7) est égale à zéro sur (5**’) et à une 
constante (7*’ sur la frontière intérieure 

On en conclut que dans le cas ordinaire et dans le cas (iî): w=V\ 
dans le cas (7) on a dans l’intérieur du domaine, limité par (S'**): 

f d(7. — r F‘"» (a) = F -H O*'», 

4irJ rin 1 4:rj V 1 

(-Si) 

la normale à (-S***) étant dirigée vers l’intérieur du domaine que nous 
considérons. 

10 . Revenons maintenant au problème de Dirichlet. D'après les 
formules (11) et (34): 

(34) ^ («r) = = ^0 (o^) C*^) -+- E** (o-) H — ; 

il nous reste d’établir sous quelle condition, dans le cas du problème exté- 
rieur, E = 1 n’est pas un pôle de la fonction (34) et, dans le cas (7) et 
du problème intérieur 5 — — 1 n’est pas son pôle. 

Commençons par l’étude du pôleE= 1. Comme le cas ordinaire n’est 
qu’un cas particulier du cas {E) il suffit d’envisager le cas (E) et le cas (7). 
Désignons par 

p*’>(a;), p‘*’(a:), . . . 

les k fonctions fondamentales, introduites dans le § 7. Dans le cas (7) il 
existe une seule fonction fondamentale attachée au nombre caractéri- 
stique E= !• Désignons la par p, ayant posé 

j'prf,=i. 

(S) 
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Ayant remarqué que la substitution de (34) dans l’équation (10) 
conduit à l’équation 

(47) I>2 (^, ^) = 5 r (<T, l)I\ (a, 5) -f- D, (Ç) U (<t), 

(Sx) 

multiplions la par p‘^’(a:) dans le cas {E} ou par p dans le cas {!) et intégrons 
sur (S). En remarquant que 


J p''’(0) ( t)*, )<(<> = 

î) (5l) 

";) ( l)p<^>(0)dcr)d(T, 


et que 




(S) 

^ r (r^j N-^ // 


2t: 

(S) 


J 


' w 


(S) 

p<'^>da, = J^,(0, l)p<^)dcr = p^^'(.g, 




nous obtenons 


(1 — $) J-D, ((T, 1) p'^> da — D, ($) j U (a) p'^’ da 

(■5) 

(48) respectivement 

( 1 — E) J D, (a, 5 ) P = D, (5) Jm (a) p(^> da. 

(S) (S) 

Il suit de là, en premier lieu, que si les conditions 

(49) J'M((T)p‘^*da = 0, resp. J' M (a) P da == 0 X=l, 2 ,...*. 

(S) (S) 

sont satisfaites, on a pour toutes les valeurs de ^ 

(50) J' Dj (a, ^) p<^> da = O, resp. J D, (a, p da = 0, X=i, 2,...lc, 
la fonction Hjia, ^ étant une fonction entière de 5. 
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En second lieu, si Ç = 1 est une racine de D, (5), on a 

1)== 

(5i) 

Suivant le lemme 1 du § 8, on a donc 

Dj((t, 1) = sur (S'*’)» 1) = sur (S). 

En substituant la valeur trouvée dans (50) après y avoir posé 5=1, 
nous obtenons 

Çd^{q, 1) ^ = (/^^^ = 0, resp. (7=0. X=i, 2 , ...t, 

(S) ^ (.stb) 

On en conclut que (a, 1 j = 0, ce qui est impossible, la fraction (34) 
étant réduite. Il suit de tout cela, que t = 1 n’est pas la racine de i)j(5), 
si les conditions (49) sont satisfaites. 

En s’occupant du pôle 5 = — 1 dans le cas (J), désignons par 

r. r. - .M 

les fonctions fondamentales introduites dans le § 7. 

En multipliant l’égalité (47) par et en l’intégrant sur (S), nous 
obtenons 

(1 -.-5)Jl>,(a, = A(5) jM(<T)^‘^>d<T, 

(S) ( 5 ) 

car, cette fois, 


= J*,(0, l)^<^>d<T = -<|.<^'(*x)- 

S) (S) (S) 


Donc, si les k conditions 


(49') J'M((T)(|/*^*<i(T = 0, X=i, 2,...X. 

(■!>’) 

sont satisfaites, on a, la fonction D^{c;, 5) étant une fonction entière de 5, 

(50) jD,((T.Ç).}<^)da = 0, 

(S) 


X=l,2,... Jfc. 
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D’un autre côté, si Ç = — 1 est une racine de la fonction D (5), on a 

— 1) = — I l)7>,(crj. — l)rf(Tj. 

Il suit de là, d’après le lemme 2, que — 1) est égale à zéro 
sur (6^®^) et est égale à une constante sur chaque frontière intérieure 

En supposant que dans (50') \ = — 1 et en y substituant la valeur 
trouvée de Dj («r, — 1), on obtient 

J (a^ _ 1) .ÿh = V f dT = t = 0. 

(S) (sW) 

La fonction Dj(ct, — 1) est donc identiquement nulle, ce qui est 
impossible, la fraction (34) étant réduite. Donc, si les conditions (50') 
sont satisfaites, ç — — 1 n est pas le pôle de la fraction (34). 

11. Les théorèmes du paragraphe précédent conduisent immédiatement 
à la solution du problème de Dirichlet, mais dans quelques cas sous certaines 
conditions suplémentaires. 

Supposons que la fonction m((t) est continue. 

Les problèmes intérieurs. Dans le cas ordinaire et dans le cas iE) 
5 = — 1 n’est pas le pôle de la fonction définie par la sérié 

(11) A(Tj = 

où 

(Si) 

Le nombre ^=1 peut être son pôle; mais si ; — 1 est le pôle de la 
fonction (11), c’est un pôle simple. 

Il suit de là que le rayon de convergence de la série 

(1 — 5)d(lT) = m((j)-i- 5(dj(o-) — ît(a')) H' (02 (a) — bjlTl) -I • ■ • 

surpasse l’unité et que la fonction »>(<7), donnée par la série 
(51) » (cr) = i |m (ff) — (d, (a) — U ( cr)) -r- (,% (cr) — fa)) — • • • J 

est la valeur de la fonction (11) pour 'i = - — 1. 
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En résolvant le problème intérieur dans le cas (1) nous supposerons 
que les conditions 

(49") J U (cr) d(T =r 0, X=:i, 2, . . . t 

(S) 

sont satisfaites. Dans ce cas ^ = — 1 n’est pas le pôle de la fonction (11) 
et la solation du problème est de nouveau donnée par la série (51). 

Les problèmes extérieurs. En s’occupant du cas ordinaire et du cas (I), 
nous supposerons que la condition 

(49") jM(a)pd<T==0 

(*?) 

est satisfaite; dans le cas (E) nous substituons à la place de la condition (49*) 
les k conditions 

( 49 ) ^ u(cr)p^^^d(T=0. X=l,2...fc. 

(S) 

Si les conditions mentionnées sont satisfaites, 5=1 n’est pas le polê de la 
fonction (11). Le nombre 5 = — 1 pouvant être dans le cas (i) son pôle 
simple, le rayon de convergence de la série 

(1 -H 5) d (<t) = it (o-) -H 5 (5j (<t) h- U (or)) H- 5* (ôg (<t) -+- 5^ (a)) h 

surpasse l’unité et la valeur de la fonction (11) pour 5=1 est donnée par 
la série 

(52) d (ff) = — I M (a) (ôj (a) u (d)) -+- (5, (a) 5^ (<t)) h 1 

Or, nous avons remarqué dans le § 6, que si »'„,(cr) est le terme 
complémentaire de la série (11), on a 

St 

m>N, 

N étant un nombre indépendant de (a); les termes complémentaires des 
séries (1-1- 5) 3 (or) et (1 — 5)^(ff) jouissent de la même propriété. Soit 
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donc p„(o) le terme complémentaire d’une des séries (51), (52) et s,„(ci la 
somme de ses m premiers termes. On a 

si 

m > N, 

où N est indépendant de (o). 

Soit {(Jq) un domaine arbitraire, soit (i) un domaine contenu dans (œj). 
On a, par suite 

%)1 — 2t, 

d’où il suit que la fonction d (a) est continue, si s„,(<tI est continue, et même 
absolument, si (a) est absolument continue. 

Or, les fonctions étant absolument continues, est continue, 
respectivement absolument continue, si î<(a) est continue, respectivement 
absolument continue. 

Donc si la fonction u((j) est continue, la fonction b (a) l’est aussi. 
Formons maintenant le potentiel 


(53) 



cos^r,,N,) 

tf * 1 

'10 


La densité d (a-) étant continue, on a 


m/*' (a) (a) = 2w (< t) = J i (ct, 1 ) d ( <T j) — 2\b(n:) — 2\u{'f), 

C^i) 

^ ± 1 ; (or) — îd*’ (o-) = 2 d (cr) 


d'où il soit: 


si ^ = — 1 : u/*’ ((t) = U {(7); 
si 5 = 1 , (o) = — H (tj). 

Le potentiel (53) résout donc le problème (B) sous les conditions (49). 
Les séries (51) et (52) étant uniformément convergentes sur (5), on peut 
intégrer terme à terme la série, qu’on obtient en substituant dans (53) à la 
place de 0 ( 0 ) la valeur qui est obtenue pour elle. 
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On obtient donc pour les problèmes iutérieurs: 


(54) 






et pour les problèmes extérieurs 


(55) w==— y jw;, -!-(«>, -HIT,) -H (m;, - 4- j 

où 

w 
(Si) 



k-1 


(^l) 


C08 N^) 


d(j 


'10 


1» 


(Si) 


co8(rio.ZVj) 


'10 


daj. 


Eemmque. Si la densité u{a) n’est pas continue, les formules de ce 
paragraphe donnent la solution du problème (B) généralisé, qui est mentionné 
dans le § 2. 

12 . Les conditions (49) sont tout à fait étrangères au problème de 
Dirichlet; mais elles sont indispensables, quand on résout le problème {B). 
Théorème. Quel que soit le potentiel de double couche 


(56) 


W = J d (a) — do-j , 
(•Si) 


si IF**’ (a) est la valeur relative de la moyenne de W sur (a) du côté exté- 
rieur de (5), on a dans le cas ordinaire et dans le cas (7) 


(57) |V»*)((7)p(0)d(T = 0; 

(S) 

dans le cas {E) on a 

(57') j'pF<*>(<T)p<^>(0)da = 0, À=i,2,...fc. 

(S) 

De même, si l’on affaire avec le cas (7) et si est la valeur rela- 

tive de W sur (a) du côté intérieur de (S), on a 

j PF“'>(ff)<j.<^>(0)d(j= 0, 

(5) 


(57") 


fc. 
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Pour démontrer le théorème il suffit d’évaluer les quantités dans les 
parties gauches des égalités (57), (57'), (57"). 

Nous avons, par exemple, 


J}7^*)((j)p(^)(0)d(T = 

{S) 

= J'd((7,^)^ (a, p'^*(0)<io' — 2 t: J'd(o-)p'^\0)(i(T = O, 

(S) {Si) (S) 

car 

J(Jd(<T,)^(a, l)rfa,)p<^)(0)dcr=: 

{S) {Si) 


(5i) (S) (c) 


{Si) {S) 


{Si) {S) (Si) 


De même on trouve dans le cas (/) 

J (a) (0) dd = J( J ô (d^) ; (d, 1 ) dd^) (0) da H- 

{S) (Si) 

-I- 2u J' d (d) (0) dd = 0, 


la première intégrale dans la partie droite étant égale à 


-2r ra(djt];<^'(l)dd,. 

(Si) 

Il suit de là, que la résolution du problème (B) est impossible, si les 
conditions (49) ne subsistent pas. 

13 . Nous avons complètement résolu dans le § 1 1 le problème inté- 
rieur (.4) dans le cas ordinaire et dans le cas (E). Pour le résoudre dans le 
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cas (/) il reste à se débarrasser de la condtion (49'). Introduisons une fonc- 
tion a des points sur (S), qui est égale à zéro, si le point est sur et qui 
est égale à a^, si le point est sur 1= 2. , . . k, étant des con- 

stantes: 

a = 0, sur (iS'*®'), a. = a^, sur i=i.2, ..k-, 

choisissons les nombres de manière, que la fonction u(<j) — a satisfasse 
aux conditions (49'). Comme sur (5*®')» = 0, il faut qu’on ait 

l=k 

J"(m ((t) — a) '1*^* dCT=|M (a) d'y — 2 “t j =jM((j)t]/*^’ dey — — 0. 
{S) (S) (êil)) (S) 

Formons, suivant les règles du § 11 la solution du problème, en 
remplaçant la fonction u(y) par la fonction M(a) — a. 

Nous obtenons 


IF = 1 \ — ( n; — PT,) -H ( IF, - IF,) y IF<'> (a) = ?< (7) — a. 


ou 


= à f <") — • 

(Si) (Si) 

Mais, comme le point (s), étant dans l’intérieur de est en dehors 
de totis les domaines limités par les surfaces (-S'^'), /= 1, 2, ... A-, on a, 
pour les points (x) dans l’intérieur de (T)*''): 

(Si) 1^1 (6il)) 


1 r , cos(rjftJV,) , 
(Si) 


On trouve, de même, que si le point (x) est sur on a 

TFi(<T) = M?^((T)-+-a), 

^10 / 

(S'id)) (T) (Si(')) 


car 
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si {x) est sur et est égale à zéro dans le cas contraire, la normale à (S***) 
étant dirigée vers l’intérieur du domaine limité par 
Il suit de là que si {x) est sur {S), on a 

W^{<7) = W^il] -V- (t. 

En continuant ainsi, nous concluons pas à pas que 

= If,(<T) = tt>,(a) — a., W^ — w^., W^i^) —w^((7) — a,... 

Il suit de là que pour les points (x), situés dans l’intérieur de fD*’’), 
la série (54) est convergente, mais que sa somme vérifie la condition 

{t) = m (t) — a. 

Choisissons maintenant les nombres 


Tl’ 


ï* 


de manière, qu’on ait sur(/S‘^’): 


(58) 



À-1,2, 


. . k. 


Cela est toujours possible. Nous savons, en effet, que les potentiels 

O» s<^ 

(Si) 

sont égaux aux constantes dans tous les domaines qui sont extérieurs à (/>*'')• 
Ayant posé que (59) est égal à dans l’intérieur de (6'*^') et se rappe- 
lant que (59) est égal à zéro en dehors de (5*®*), étant égal à zéro à 
l’infini, nous concluons que les équations (58) sont équivalentes aux équations 


l=k 


2 

7=1 




À=:l, 2, . . . fc. 
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Le dernier système a une solution pour chaque choix des autrement 
le système 


Z=fc 


î=i 


aurait une solution, dans laquelle un des nombres 8, , . . . o^, serait différent 
de zéro; mais alors le potentiel 


(5i) 


serait égale à zéro dans tous les domaines extérieurs pour fD*’’) et par 
conséquent il sérait égal à zéro partout, d’où il suit que 


l=it 


2 




ce qui est impossible, les fonctions étant linéairement indépendantes. 
Posons maintenant 

l=k 


et formons la fonction 
Nous avons 


(4 


V=w-i-V^. 


Il) dgj 


'10 


F'*» (a) = «;<■> (a) F,<'> (a) = u;(ff) — a a = u (a), 

car est égale à a, la valeur de sur (S) étant égale à a. 

Il suit de là que la fonction V résout le problème posé; la solution du 
problème de Dirichlet est donnée dans ce cas par une somme d’un potentiel 
de double couche et d’un potentiel de simple couche. 

Passons maintenant aux problèmes extérieurs. Le cas ordinaire n’est 
qu’un cas particulier du cas (E), le nombre k des fonctions fondamentales, 
attachées au nombre caractéristique Ç == 1 y étant égal à l’unité; le cas (7) 
est tout à fait analogue au cas ordinaire, — le nombre des fonctions fonda- 
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mentales attachées au ^ = 1 est égal aussi à Tunité. A cause de cela nous 
discuterons en détail le cas {E). 

Supposons que a est une fonction des points sur (;S), qui est égale à 
une constante sur chaque frontière i = 1 , 2, . . . 

a = a*'*, sur 


a est une simple constante dans les cas ordinaire et (/). Choisissons les con- 
stantes de manière que les conditions (49), (49") soient satisfaites pour 
la fonction u (d) — a, c’est-à-dire qu’ou ait 

j=ifc 

Ç {u((j) — a)p'^*d(T= I M(o')p*^’rfa — rp‘*>d(T = 

(S) {d (S) 

= J M (a) p^^* dcT — = 0. 

IS) 


Supposons, que W est la solution du problème (B), qui correspond à la 
fonction u{<t) — a. Nous avons, en appliquant la formule (55) 


(60) 

ùo 

(61) 


TF = — 1 j IT, -H ( PT, -H fT,) H- ( IF, TT,) -H . . . } . 


m 


(Si) 


co8(rioNi) 

'-îitiÆ*,. 

f » 1 

Mo 


La première des égalités (61) donne, le point (x) étant en dehors des 
surfaces (B***): 
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car 


De même on trouve pour les points situés sur (S^‘^) 

(<t) ~ ~ J m ( aj) 1(<T, 1 ) da, — aj =w^(f7) — , 

(Si) 

lji„. = 1, 

(.Vo)) (,) (5,(1)) 

si (a;) est sur et est égale à zéro dans le cas contraire, ce qui montre, 
que si (x) est sur (S) 

= FF, (a) — a. 

En continuant ainsi i»as à pas, nous obtenons 

W^j = Wg, Ws((T) = w„{(y) — a; W^ = w^, Wt{'y) = w^{i7\ — a,.. 

Il suit de là que les séries (60) et (55) ne se diffèrent pas entre elles 
pour les points dans (!)<*>), mais que la somme de la série (55) vérifie la 
condition 

/r<'’’((T)=iM(a)-t-a. 

Chaque potentiel 


(62) 




1=1,2, ...k 


{Si) 


est égal à une constante dans l’intérieur de chacune des surfaces (<9‘*’) 
(dans le cas (I) le potentiel (62), qui est unique, est égal à une constante 
dans (D‘*’))- Supposons que le potentiel (62) est égal à <7/^* dans l’intérieur 
de (iS‘^*), (égal à G dans (i)*‘M dans le cas {!)). 

On peut choisir les nombres yj. Ts» • • • y* de manière que les égalités 


.A '^10 


X=l, 2, . . . fc 


(Si) 

qui sont équivalentes aux égalités 

?=* 

1-1 


X=l, 2,...k 
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soient satisfaites. Autrement, qu’il existe des nombres tels 

que l’on ait 


et qui ne soient tous égaux à zéro simultanément. Mais alors le potentiel 


l=k 

J2 ^ 


(5i) fei 

serait égal à zéro dans ce qui exigerait 

l^k 


X’ g ,(b _ A. 

> Ojf, — U, 




or, la dernière égalité est impossible, les fonctions étant linéairement 
indépendantes. Posons 

lr=k 


et 


(A'i) 




7: 


v= 


Fj -H w. 


La valeur de sur (S) étant égale à a, on a = a et 

(o-) = — (<t) h- îp**’ ((t) = — a -+- M (<7) H- a = ît (a). 


d’où suit que la fonction F résout le problème posé. 

La solution du problème (A) est de nouveau donnée par une somme 
d’un potentiel de simple couche et d’un potentiel de double cotiche. 

14. Supposons maintenant que î<(<t) est absolument continue. Suppo- 
sons que m(t) est la moj’enne d’une fonction /"(r), qui est sommable dans 
le sens de M. Lebesgue. 

Supposons que la fonction /"(ir) est continue au point (a:,), c’est-à-dire, 
que, quel que soit e, on peut construire une splièrb du rayon r^, .ayant le 
centre dans (xJ telle que 

( 03 ) 
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si (æ) est sur (rj, (r^) étant la portion découpée de (S) par cette sphère. 
Pour une portion (r^), correspondante à une sphère d’un certain rayon r,, 
on a 

< 1 - 

La fonction /“(x) est bornée sur (r#) et étant les bornes de la 

fonction f(x) sur (rj, ou a 

(64) f(Xo)<3î^ <f(x^)-+-2£, f(Xo) — 2e < m^<f{x^), i¥, — < 4e. 

En répétant les raisonnements du § 1 2 (6), on peut démontrer pas à 
pas que les fonctions 

(65) 5,(a), »,(<r), ...,d„(<7), 

n étant quelconque, sont les fonctions moyennes des fonctions sommables 
sur (S), qui sont toutes continues dans une portion (a'), contenue dans 
l’intérieur de (r^. 

Ayant posé, par exemple. 


(5'i-ro) (<T) 


27Cff . 

(*•0) 

on voit, que (a) étant la portion de (o-'), on peut intervertir l’ordre de l’inté- 
gration dans chacune des deux intégrales; dans la seconde, parce que 


l’intégrale 


(•■o) 


est convergente, m(<Tj) étant bornée dans (r^); dans la première, parce que 

le point (x) étant sur (cr'), est borné. La fonction d,(a) est donc pour les 

^10 

valeurs choisies de {<t) la moyenne de la fonction 


22 


(»*o) 
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qui est continue sur (a') et bornée sur une portion (r^'), contenue dans (r,). 
Puis, en étudiant la série qui donne 3 (a), on peut j)rendre pour le premier 
terme «(o-); le terme complémentaire de cette série répond à la con- 

dition 

si 

m> N, 

le nombre N étant indépendant du choix de (o-). 

Soit S^(o’) la somme des m premiers termes de la série; tous les termes 
de (<!'), excepté le premier, sont les moyennes des fonctions continues sur 
une portion (<r*), qui contient le point (x^). Si (a) ap))artient à (o-*), on a 

(^) == 7 J 7 J ® (^) 

(“j) (<r) 

la fonction 0 (x) étant continue sur (a*), d’où suit que dans (t*) (t) est la 

moyenne de la fonction 

<î>(x)^f(x)H-0(x), 
qui est continue au point (xg). 

Les raisonnements du § 12 (6) qui suivent, étant indépendants de la 
signification de (æ), d(a), étaient basés seulement sur les propriétés 

de ces fonctions, qui sont établies; on en conclut que la fonction d(æ) est 
continue au point (x„). 

On a donc, (o-„) étant une portion de (S) contenant le point (xq): 
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la démonstration du théorème étant basée sur le seul fait, qu’eu peut 
faire la différence 

moindre qu’un nombre donné t. 

Le potentiel de simple couche Fj,, qui entre dans nos formules, est une 
fonction continue de (x) dans tout l’espace. 

En donnant à l’égalité 

J d (Tj) (<j, 1) -H F, (a) H- d (d) = U (c) 

la forme 

J * (‘^ 1 ) ^1 < 1) ‘^'^1 J* (^a) h (^> 1) K (^) d (7j = U (<i), 

(Xi-ïo) (co) 


on peut la transformer, (cr) étant dans l’interieur de en 

(7)(*Si~«7o) (a) ( hq ) 

^ ^'"0 < '^) j f 

(') (<?) 

d’où l’on conclut, en faisant tendre ('j) vers zéro, qu’au point (./•(,): 

1 rd((7j)coS(rjpJVo) , 1 V cos(rjjJV,) , ... .. 

J ~ r;^ Je ) iiîi r 2 * <^•' 0) -^^ 0 = 1 <^o> 

(-‘'i-'o) (îi) 

c’c'st-a-dire, qu’au point 

T J = / fi j I. 


Nous avons ainsi: si la fonction «(cr) est la moyenne d’une fonction /‘(a:) 
sommable sur (■S), dans chaque point (Xjl où (\x') est continue, la fonction F, 
trouvée par nous dans les paragraphes précédents, résout le problème de 
Dirichlet pour la fonciion fix) eu sens ordinaire. 
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15 . Revenons maintenant au problème général en nous bornant, pour 
fixer les idées, en premier lieu au problème intérieur dans le cas ordinaire 
et dans le cas (JS). 

En utilisant les formules du § 3 nous avons, u(cr) étant une fonction 
additive et à variation bornée: 

do((T) = M(ff), d^(o-)= bj(a) — 

(•^i) 

(^l) 


Or, on a, en appliquant le théorème du § 9 (2): 

1)( 2)K(cr,)rf7^)dTj = 

(^i) (Si) 

= 1)^1 K> 2)d'y^. 

(;S*) (.S’i) (S,) 


En continuant ainsi on trouve 


»,(cr)= rM(c7j)Z,(a, l)da^,...,d*(a)= j l)d'y^. .. 

(il) (il) 

COS ( y N ') 

Si le point {x) est dans l’intérieur du domaine, le facteur - — con- 

*10 

tinue et borné; on a donc 


1 fa cos(rijJVi) , 
(il) 

” & / { J“ W '>-■ 


“(is) (il) 
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En appliquant maintenant la formule (54) du § 11, nous obtenons; 


(66) te (0) = ilj d<r,— 

- ( J» (<r^ [ J _ î£i|s|ai \ ^ 

(S.) k) 

(/“ (^■>[ fi 'l". T‘ ‘*^■1 

lÂ k) (4 

On peut donner à la formule (66) la forme 

(67) w(0 )~^J u((7^)H(2, 0)da„ 

\Si) 


en désignant par H {2^ 0) la somme de la série 


(08) -i- 1 ^^<0 ^ 2 ) / r (^1 1 (^10 -^1) cos \ ^ 

2 I ^*20 ' J ^10* ^ ^10* / 

^ ^ , 2) cos (rjo N^) _ J (g^ , 2)^cos (r^^ N{) 


si cette série est uniformément convergente comme fonctit n du point (x^ 
sur (Sj). 

Pour s’assurer, que la série (68) est effectivement uniformément conver- 
gente sur (Sj), il suffit d’appliquer la formule (66) à la fonction fx((7) définie 
dans le § 7 (5). 

La variation totale de cette fonction [ii(or) est égale à l’unité et comme 
pour chaque fonction F(x) continue sur (5^ on a 


(S) 

en posant u(<r) = (x(c-) nous obtenons que la la série (66) ne diffère pas de 
la série, qu’on obtient de la séfie (68) en y remplaçant le point (x^ par le 
point (x^. 
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Il sait de là que la série (68) est uniformément convergente comme 
fonction de (a;); mais dans les inégalités qui démontrent cette convergence 
intervient seulement la variation totale de la fonction p. (u), qui ne surpasse 
pas l’unité, indépendamment de la position du point d’où suit la conver- 
gence uniforme de la série comme fonction de 

En étudiant la série (68) nous trouvons, le point (x) étant dans 
l’intérieur de (D^'*), 


r fj(ci, 2)cos(riaiV^) ^^ pos (r,i iV,) cos (r^n N^) ^ 

J »-io* ^ J »-io* ' 

(Si) (Si) 

^ r cos (rgg ^ cos (r^q ^ _ Ç (gj , 2) cos (rjq N^) 

27 cJ ' rgo» » ’J fjo* i 

(^s) {Si) 

ù) {S>) 


(^^s) {^^l) 

(^s) (5l) 

^ (cos^rjj^j)/ |. , ^ tfc 

~ ^ J ~TJ— \ . I i^v 3) d^i) • 


Comme, le point {x) étant dans (Z)*'^, la série 


cos (^*80 -i^a) / I fl ("^i » ^) cos (rjp JVj) cos (r^q iV^) \ 

»‘3o‘' U ^ »‘8o’ / 

(Si) 

/ r fg (<^1 < 3) cos (rjo Jf^) r fl (^1 ' 3) cos (cip -^ 1 ) \ _ 

\J V ^ J V V 


(Si) " (Sj) 

est uniformément convergeute et a pour somme 2H{d, 0), on peut donner à 
l’égalité (68) la forme 


(69) H{2, 0) = -*-Lj H{3, 0)da,= --^- 

*® “ (Sa) ** 

(Sa) 
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la différentiation étant éffectuée en traitant les fonctions comme les fonctions 
du point (jj). 

On trouve sans peine que la fonction 


(70) 


(•S's) 


résout le problème de Dirichlet et donne la fonction de (j), qui est égale 

sur ( 6 ') à » le point (x^) étant un paramètre. 

*'*0 

En appliquant les formules du § 5 on trouve effectivement que 
Hi2, %-*- — ( Ta-, ( 2 , 1 (h. — ) -+. 

“ ( ^ïfl ' •' ^10 * 2,) / 

(.Sjl 

^ ^ J' (2, 1 ) cos ^ kl (2, O cos (rj,-, 3 j) | 

(Si) (.S-,1 

et la fonction (70) est égale à 

J jtPi (0) — {w, ( ( » ) — Wi (0 1) -H {w, (0 ) — u 72 ro)) j 

où 

' M ' ao 

(Si) 


'32 

l‘^3) (-S'i) 


nous posons ici, suivant les notations du § 5 : 


kji. 1 )= — 


1 cos -^ 3 ) 1 cos 


•7^ 




2- r * 


kJ3, 1) = 4)Aj(4, l)d7,. 


( 54 ) 

On a, donc, définitivement 


(701 





2 ^ 


G {2, 0 ) étant la fonction de Green correspondante au problème. 
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Or, si le point (r) est dans l’intérieur de la fonction est 

une fonction continue et bornée du point (r,). 

On trouve donc, si «(t) est la moyenne d’une fonction sommable sur (S): 

»(a) = l ^f{x)d7, 


en appliquant le théorème du § 7 (2) 


(70') 




4t: 

^S,) 


l’intégrale étant prise dans le sens de M. Lebesgue. 

Nous nous sommes bornés dans ce qui précède, ayant en vn la 
simplicité, au problème intérieur dans le cas (E). Les formules (70) et (70') 
subsistent cependant pour le problème intérieur dans le cas (7) et pour les 
problèmes extérieurs; pour ces derniers problèmes il faut seulement changer 
le signe dans les parties droites des formules (70) et (70'). 

Pour s’en convaincre, rappelons-nous, que la solution du problème 
dans ces cas exclus est donnée par la formule 


«'(0)= ± ^juicr^Hi2, 0)da± 

h) 

où Fj est un potentiel de simple couche et la fonction H(2, 0) dans le cas 
du problème extérieur est donnée par la série, qu’on obtient de la série (68) 
eu mettant partout le signe (-♦-). 

Le potentiel est égal à 


(72) 





OÙ (ar) sont les fonctions fondamentales de l’équation intégrale du 
chapitre 6, correspondantes au pôle $ = — 1 dans le cas (2) et au pôle 5=1 
dans le cas des problèmes extérieurs; pour la simplicité nous mettons ici la 



346 


N. aüNTHEB. SUR LES IKTEOBALES LE STIELTJES 


lettre 4* à la place de la lettre p, gui est utilisée dans les paragraphes 
précédents. 

Les nombres y, forment la solution du système 


2 

i=l (S) 

dans lequel les nombres sont les nombres déterminés. 
Il suit de là que 


les étant les nombres déterminés et que 

,l^k 




'<T, 




Les fonctions '['J (2), comme les fonctions linéaires des fonctions fonda- 
mentales, sont elles-mêmes les fonctions fondamentales. La formule (67) 
doit être remplacée par la formule 

«’(0) = =i= ^ J 0)(icr,± J-w(cr,)^2 J der^. 


le signe (-+-) répondant au cas (7) et le signe ( — ) aux problèmes extérieurs. 

Ayant en vue la remarque faite à propos de la série (68', il faut 
remplacer l’égalité (69) par l’égalité 


(69') fl(2, 0) = -^±l(^Jlif(3', 0). 
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La fonction harmonique, qu’on utilise en formant la fonction de Green, 
est égale dans nos cas à 



d’où il suit que 



car, comme les fonctions '|j(2) sont fondamentales, 


± 2. 2 +.(2) J 

si " ^«=1 (si “ ^ (si 
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Il suit de là qu’on a 

(73) “'«» = -= »))„ 

(«*) 

ce qu’il était à démontrer. 

Si u((t) est la moyenne d’une fonction f{x) sommable sur {S}, la 
formule (73) devient 

(74) 0))^^ da,. 

(5s) * 

On voit ainsi que les formules classiques (74) de la théorie du potentiel 
subsistent dans le cas général, quand la fonction f{x) est sommable. Los 
fonctions (74) vérifient les conditions: 

a) dans chaque point {x), où la fonction f(x) est continue, on a 

— /"(O), respectivement = f (0) 

b) pour chaque domaine (a) sur (S), on a 

«)(*•) (a) = 1 J fix) da, (^) = IJ /■(*) 

(®) (<») 

On peut démontrer l’assertion (a) en appliquant directement la 
méthode de Liapounoff, si on prend quelques précautions. 

La formule (73) donne une solution dans les cas plus généraux. 


CHAPITRE 8 

Sur le potentiel newtonien 

1 . En s’occupant dans les §§10 (2) et 13 (2) du potentiel newtonien 


( 1 ) 




M (t) d-T 


(ûv) 


dans lequel «(t) est une fonction moyenne additive et à variation bornée 
des domaines (c), appartenant au domaine (O^) des points (y), et est la 
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distance entre les points (r) et (v), nous avons donné les conditions suffisantes 
pour que la fonction t; (;r) soit une fonction continue et une fonction dérivable. 

Nous avons montré dans le § 10 (2), que si pour chaque sphère (t^) 
du rayon o subsiste l’inégalité 

(2) 0<À<1, 

Ui'z) étant la variation moyenne de ?/(■:), la fonction v{x) est continue dans 
tout espace; si pour chaque sphère (vj du rayon p subsiste l’iuégalité 

(2') f/(To)p^-'^<5, 0<X<1, 

la fonction vix) possède jiar rapport aux coordonnées du point (a:) les 
dérivées premières, qui sont continues dans tout espace. 

Puis, dans le § 13 (2j nous avens démontré que si la condition (2') 
est satisfaite, l’égalité 

(3) = — 4-M(tü)cü, 

(o) 

dans laquelle la dérivée ~ est prise suivant la normale extérieure à (ct), 

subsiste pour chaque domaine (wj limité par la surface (a) de Liapounoff. 

Légalité (3) est une généralisation du théorème de Poisson; la 
substitution à sa place d’une autre égalité, valable pour chaque fonction 
moyenne /(( w, est le but principal de ce chapitre. 

2 . Si l’égalité ( 2 ) n’est pas satisfaite, l’intégrale ( 1 ) peut n’avoir pas 
de sens pour certaines positions du point ix). 

Démontrons, eu premier lieu, que la fonction v(x), qui est définie jiar 
l’égalité (Ij, est une fonction sommable dans tout espace et même une 
fonction au carré sommable. 

En abordant ce théorème nous empruntons le mode de la démonstra- 
tion chez M. F. Riesz.* 


Actit mathématica, t. 64, fasc. 3 — 4, p. 327, 328 (Sur les fonctions subliarmoniqucs et 
leur rapport à la théorie du potentiel). 
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En premier lieu, nous pouvons supposer que les valeurs de la fonc- 
tion m(<«)) sont toutes positives. En effet, si Mj(t) et Mj(t) sont les parties 
positive et négative de m(t) et si l’on pose 



on trouve 

v{x)==v^{x) — v^{x), 

d’où suit, qu’on peut affirmer: si les fonctions v^{x) et v^{x) sont les fonc- 
tions au carré sommable, la fonction v{x) jouit de la même propriété. 

Supposons, donc, que les valeurs de la fonction u (w) sont positives et 
démontrons, que la fonction v{x) est sommable. 

Posons a = ^ ) tt étant un nombre entier, et décrivons autour du 

• fl 

point {x) comme centre une sphère (p) du rayon p. 

Posons 

/n(2'>^)=r-> 

Mo 

si {y) est dans l’éxtérieur de (p); 

/■«(y. a;) = n, 

si {y) est dans l’intérieur de (p). 

La fonction f^{y, x) étant continue dans (Qy), l’intégrale 

(Ûy) 

a un sens et on a en divisant (0^) en portions (Tj),. . .(t^) d’une manière 
quelconque 

i=m 

<'n(^) = J «('f)/«(y. x)d'c= fM('C)/‘„(y, X)<k= 

(ûv) (Td 


( 4 ) 
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le point appartenant à et dépendant, éventuellement, de la position 
du point {ai). 

Supposons que chaque portion (t^ peut être enfermée dans un inter- 
valle ayant la diagonale égale à d. 

Soit (y,) un point quelconque situé <lans('rj), r,- ^ sa distance du point (æ); 
désignons par r' la distance entre les points et (a:). 

Si (t,) est en dehors de (p), on a 


( 5 ) 





0 


la distance entre les points et (y^) étant moindre que d et »*' avec ^ 
étant dans je cas que nous considérons plus grandes que p. 

Si (t,) a une portion commune avec (p), on a pour la différence 


( 6 ) 




l’inégalité (5), si les points (y^), (^■) sont tous les 
l’inégalité 




1 


r 



deux en dehors de (p); 



) 


si un des points {y^ est dans l’intérieur de (p), ce qui conduit de nouveau 
à l’inégalité (5) ou, enfin, la différence (6 ) est égale à zéro, si les points (^ ■), (y,) 
sont tous les deux dans l’intérieur de (p). 

L’inégalité (5) subsiste, donc, dans tous les cas et si l’on choisit les (t^ 
de manière qu’on ait 

dn^ < £, 


t étant un nombre positif donné d’avance, on a d’après (5) l’égalité 

i'-=m 

<7) ju{'z)f„{y, x)d-= 2 x)---+-hu{a^)Û^, [ôj < 1. 

(Ûy) •=! 

Il suit de là que pour chaque domaine (co) on a 

t=m 

.(8) J ( ('m (-) 4 (y, x) d- ) dü) = 2 « (- .) ( {y-, x) dw ) - • -+- 

(<»)(Oy) ' •=! H 

H-9,eM(Qy)Qya,, |6J<1. 
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Or, comme on a 


//■«(y,» 

(ü>) (<o) 



la partie droite de l’égalité (8) est plus petite que 


(y) »(ay)Qy.^-f-e£?e(Qy)Oy.ü). 

Les fonctions v^(x) étant positives et croissantes avec n, la suite 

v,{x), . vja),. . . 
a pour limite la fonction v{x) et 

lim 1 j v{a')(lio, 

(4 (4 

Chaque intégrale 

I v„(:J)dui 

(cj) 

ne surpassant pas le nombre (9), leur limite ne peut pas surpasser ce nombre 
et la fonction v (x) est intégrable. 

En posant maintenant 

(10) m(tu, y)oi= 

./ *10 
(<o> 

et en remarquant que la fonction (10) est continue comme fonction de {y\ 
envisageons l’intégrale 

1 «(^)m((o, y)d-. 

En conservant les notations introduites ci-dessus, on trouve que 



SUB LE POTEKTIBL NEWTONIEN 


353 


le point (Ç^) étant dans (t,) et ayant, éventuellement, une position dépendante 
de (tü). Or 




(ü)) (ü)) (tt)) 


dw ■< Ad ^ 
n* 


le potentiel newtonien à densité bornée ayant les dérivées premières conti- 
nues et bornées. 

Soit (pj) une sphère ayant le centre dans et le rayon égal à p. On a 


M (w-Pi) 


r J /’ do) 4n r do) 

H \ nd(ü= H ^n= — 

(Pi) (“-Pi) (<“-Pi) 


4x 1 

T ■«*’ 


car lo point (y,) est dans l’intérieur de la sphère (p) seulement quand le 
point (x) est dans l’intérieur de la sphère (pji. 

D’un autre côté 


p 27r 71 


m 


(<1)-Pi) ’ (Pi) (<*>-Pi) O O ü 


(Ü)-Pl) 


r d<ù 47 c J f do} 2 ‘k 


(w-Pl) 


et 


Il suit de tout cela, que 

m((ü, y,) w = J f„(ÿ-, x)dw-H~ 

(«>) 

i=m J 

J U (t) w (w, y) (ürfx = 2 “ K) ^t) ^ M (Û) ü = 

(Ûy) ‘=‘ 

f=:W 

= 2 “ f (^y) “y 

•=i (4 


c’est -a-dire que 


I v„(x)d(ü= r( I u{r:)f^{y, x)dz]d<o= ju('ï)m((ü, y)wd':-t- 

(4 H (Üÿ (Ûy) 
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I vd(u = liin I v^{x)d(>i= j y)codz, 

) M H (Qy) 

^ l ' vdiù = J"” W ”* (‘*^> y) 

(“) (Qy) 

De même, on a évidemment 

(Qy) ’® (Qy) {Qy) (Üy) 


En supposant, que f'^(y, a;)= — si le point (y) est en dehors de (p), 

^10 

(p) étant de nouveau une sphère du rayon p ayant son centre dans (a:), et 
que (y, ,r) = ^ , si le point (y) est dans (p), nous obtenons 


> W fn ( y, a;) dx = 2 U (t ,.) (5 , x) X . 

t^l 


^ ^4,0 ^ ^ t,0 


si le domaine est en dehors de (p), car 


r 0 ^ ' 'i.o 


< 2n*. 


Si le domaine (x^) a une portion commune avec (p), la même inégalité 
subsiste, comme il suit des considérations ci-dessus. 

En choisissant les domaines (x,) on peut les prendre assez petits pour 
qu’on ait 2dn* < e. On conclut de là, que la fonction 
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a une limite w{x\ qui est sommable daas(üy) et que 


lim J v*{x)(ifa— I v'{x)d{ü 

(<ü) H 


est bornée, d’où suit que la fonction i^{x) est sommable, ce qu’il falla.t 
démontrer. 

3. Soit (a) une portion de surface, ayant dans tous les points un phiii 
tangent. En se servant des mêmes raisonnements on peut démontrer, 
que la fonction v{x) est sommable sur (c). 

En eflfet, en partant de l’égalité (7), on trouve 


Or 


J( J w ( t ) /’„(//, xjch^':.- 

(T) (Ûj,' (O) 

eieM(Üy)i2y.<7. 

' de 


( 9 ) ( 9 ) 


Il suit de là que la limite 


lim J (x) d'7 = J V (x) di 

( 9 ) ( 9 ) 


est bornée, d’où l’on conclut, que v{x) est sommable sur (ü) et qu’on a 


Jv (aj) da =r lim ^ w K) f iVi ^ oc) d'y. t • . 

( 9 ) ( 9 ) 

En posant comme dans le § 1 1 (5) 

m(c, x)(j=j^^, 

( 9 ) 


on trouve 
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le point (H,) ayant, éventuellement, une position dépendante de (cr) 
Or 


m 


f— — ( 

^ de 

J r' J 

^i.o 


(") 


{«) 


le potentiel 


= <Ad^<é 

r' J r,- - n 

(S) (S) *>® 


,ÏA ’ 


.f' 

(S) 


dt 


étant régulièrement continu dans tout espace; ici la densité fx est égale 
à 1, si le point (æ) est sur (or) et à zéro, d’ailleurs;* nous désignons par (S) 
la surface fermée, à laquelle appartient la portion (a). 

Il suit de là que 

Jm (t ) W ((T, y) d'C = 2 K-) »» (<J> yù ® % » 


(ûy) 




le point (y,) étant choisi arbitrairement dans (x^. 

Soit maintenant (pj la sphère ayant le- point {y^ pour centre et le 
rayon égal à p. Si (o-p,) est l’ensemble des points de (a) appartenants à (p^: 


m 


(,. „ ) = 1 f jü ^ i f i- r * = i f * H- 6 

' « ■’ n.n « J ' 1,0 ’ J ’■(,« » J '■(,> 

(fj) ('jpi) (ff-<ypi) 


47T£ 

m 


* On démontre dans les cours ordinaires ce théorème pour la surface (S) de Liapounoff* 
Or, Tangle entre les normales en deux points sur la surface nHoterTenant pas lors la démonstra- 
tion, pour acherer la démonstration il faut s’assurer seulement de la possibilité de construire des 
sphères, analogues à celles de Liapounoff, attachées aux divers points. Or, l’existence des pareilles 
sphères ayant un rayon déterminé est une simple conséquence de la continuité de la variation de 
la normale sur la surface fermée (5) et on la démontre aisément, en appliquant le théorème connu 
de M. Borel. Ayant démontré la possibilité d’attacher à chaque point une sphère analogue à celle 
de Liapounoff, on démontre sans peine l’existence d’un nombre (ü>) jouissant des propriétés 
décrites dans le § 1 (5); cet angle (ü>) est donné par l’équation 


tgüj 





où d est la variation de l'angle de U normale sur la portiou de contenue dans l'intérieur de 
la sphère. 
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car, en choisissant les coordonnées cylindriques avec le pôle dans le point 
de (ff), qui est le plus près de et on plaçant le plan principal dans le 
plan tangent à (d) en ce point, on a évidemment 

P 2r 

/ 

(®Pl) 

en second lien on a 



(a) (i-opi) ’ 





= f- 

J 


d(T 


an 

n* 


car le point (i/-) est dans l’intérieur de (p) seulement dans le cas, qnand la 
distance entre les points (y,) et (x) est plus petite que (p); dans ce cas (x) 
est dans l’intérieur de (pj); il suit, enfin, des raisonnements du § 4 (ô), 
que la [)ortion commune à (S) et à une sphère de rayon p est de la 
forme «p*. 

Il suit de tout cela que 


m 


(<r, 2/,) = 7 A'=2bTz-*-a, 

(®) 


€t 


Itrrni 

J « (') fn ?y) = 2 “ K) 7 J/n Cv, ’ 

«■-> (,) 

e'iA^ ^'1 


(ÜJ/) 


ce qui conduit à l’égalité 

t— m 

(12) J«(t)»i((i, y)dT = lim 2 J/n^^.» «)d<T.':.= 

(ûy) (») 


le^Ki 



Ayant démontré que la fonction v (x) est sommable sur (d), on s’assure 
sans peine qne la fonction v(x)<p(x), où f(x) est une fonction bornée sur (d), 
est aussi une fonction sommable sur (ff). 

Ayant toujours 


v(x)\^(x)\ <Av(x), 
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OÙ A est la borne supérieure de i<p(a:)|, on voit que 


(=) 


d(T A 



(®) 


Si la fonction cp (x) est coutinue, l’application du théorème du §9(2) 
conduit immédiatement à l’égalité 


(13) 


jv{x)o(x)da = 
iS) (Ûv) (■SI 


9(x) 


^10 



(S) étant une portion de la surface ayant dans chaque point un plan tangent. 

En effet, les valeurs de tn(a, 1) étant positives, sa borne totale est 
égale à 



et est continue comme fonction de (y); on a, donc, suivant le dit théorème 
^J' y)d';:^d(a = J t;('T) ^ j<f(x)m{(r, y)d(7jd(ü. 

(S) (ûy) (Qy) (S) 

L’application des théorèmes du § 1 1 (2) donne dnalement 


j <^(x)m (a, y)(jh= (x) 
(S) (.§) 


da 


10 


Nous avons supposé que les valeurs de w((ü) sont positives. 
Si w(ci)) est quelconque, nous avons 


(1') 


v{x) = v^{x) — v^(x} = f — J 

(Üy) “ (Ûvl 


( t ) dr 

. — ^ 

^10 


en désignant par «^(w) et Mg(w) les parties positive et négative de «(w). Les 
fonctions v^(x) et Vg(x) étant intégrables dans tout espace et sur chaque 
portion de surface ayant en chaque point un plan tangent déterminé, la 
fonction v (a;) jouit des mêmes propriétés. 
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Les formules 


~ J ~ I “ (') y) ^ j ^ do' = J* « (-) m (a, y) d'z 
{•*>) (^y) (®) (^y) 

subsistent, évidemment, dans le cas général. 

4. Étant donnée une fonction des domaines f(a>), prenons un domaine (m) 
et déplaçons tous ses points dans une même direction I> à la distance S. 
Soit (( 0 ^) le domaine (cd) dans sa nouvelle position et v(cü,) la valeur de v (<>)) 
qui lui correspond. Ayant formé le rapport 

( 14 ) t;((Og) — t)( <a) 

h 


faisons tendre S vers zéro. Il est possible que le rapport ( 1 4) a une limite 
qui ne dépend pas du mode de la variation de 8. Nous désignerons cette 
limiie par 


(14') 




et nous la nommerons la dérivée de u(u)) dans la direction L. 

Si la fonction î; (cd) est une fonction additive, les valeurs (14'), en cas 
de leur existence, sont les fonctions additives des domaines. 

En effet, si 

(u,) = (co')-4-(a,") 


on a 
et 


((0^ =«)-*-«), 


üdj = ü), Cdj' = Cd', Cdj" : 


: U) 


0(<dg)(d — »(<!)) M V((ù^')(ù' v(<ù')(ù' _ v((ù^')(ù" — »(<!>") (■)” 

^ ^ J 


d’où il suit 


(15) 


Vi! (cd) Cd = { (ü') Cd' -+- VÎ (ü>'') Cd", 


si les limites «/(m') et V/,'((d") existent. 

Soient données maintenant trois directions L,,Lg perpendiculaires 
entre eux. Ayant formé les fonctions 


vl,(w), t;l,((d) 
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on peut continaer le procédé et, en cas de leur existence, former les dérivées 
Si l’expression 

(16) (ü) ) = vl c, («*>) «’I, t, (w) H- i, (w) 

est indépendante du choix des directions X,, L^, noos dirons que la 
fonction v(u)} possède un laplacien et nous donnerons à l’expression (16) 
le nom de laplacien. 

Si le laplacien Av(w) existe, il est égal à 

( 16 ') At) (w) = (w) H- ((,}) -h- vzz(ui), 

où l, ï], sont les directions des axes des coordonnées. 

Exemple. Supposons que v(cj) est la moyenne d’une fonction v{x), 
qui est continue dans un domaine, contenant (w) dans son intérieur: 



Supposons que la frontière (£) de (<a) est formée par une surface ayant 
dans chaque point un plan tangent. 

Prenons la direction Lpour l’axe OZ. Supposons encore que l’ensemble 
(E) des points d’intersection avec le plan ZH des droites, parallèles à Z, 
qui ont on nombre infini de points communs avec (£), a la mesure nulle. 

Choisissons un nombre positif e. Divisons la projection de (a>) sur le 
plan ZH en segments (c,) et construisons les cylindres droits ayant ces 
portions (c,) pour bases. Divisons ces cylindres en portions par plans paral- 
lèles à ZH, en choisissant les portions (c^) et les plans mentionnés de manière, 
que l’oscillation de v(x) dans chaque domaine ainsi formé soit moindre que e. 

Désignons par la plus courte distance entre deux plans consécutifs. 

Ayant choisi un nombre 8 moindre que o^, supposons encore, eu divi- 
sant, s’il est nécessaire, quelques (c^ en portions, que la mesure totale de8(c^, 
qui contiennent les points de l’ensemble (JB7), soit plus petite que e8 et que 
|co8(.We)|, N étant la normale à (L), reste dans les cylindres correspondants 
moindre que t. 
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En formant la différence t;(cü,)(o — v(ü))w effectuons les intégrations 
séparément dans chaque cylindre ayant pour base (c,). 

La somme des intégrales, prises suivant les cylindres contenant les 
points d’eusemble {E), est moindre que ilMH, M étant la borne de |w(a:)| 
et H un nombre dépendant de l’étendue de (w). Il suit de là, que 

V (ü>’ I toj' V (w) O) 


est égale à la somme d’un nombre de la forme 2httMÜ, |6| < 1, et des 
expressions de la forme 


J J vdX^ H- J"! J — 

(*»Kn— 

Ca <:8 \n 

— J( — J( J Vdi ) — . . . _ J'wii; ) ,r^dT, 

{Ci) ÎI (c,-) C, (e,-) Ç„_1 

= J( J vdT^ ) dldr^ — J( j'vd):,)dldr,, 

(Ci) ?„ (C,-) Çi 

dans lesquelles ■ ■ - ^n coordonnées des points sur certains 

des plan? mentionnés. 

En désignant par v la valeur de v(x) sur (£) et par (ct,) l’ensemble des 
portions de (S) découpées par le cylindre en question, nous pouvons donner 
à la dernière différence la forme 


^ Cl •♦•S 

8 Jt;cos(iV2)dff -+- Jl^ j (v — vjdCjd^drt — J( d^diq. 

(<T.) (Ci) (Ci) ïi 

Les différences (v — v) étant moindres que £, on voit que 

(ti)') — •y (<o)) — M J' ^ 

% 
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est moindre que e, si 5 < 8^,. On a donc 


(tü) = J'v cos {NZ) d<y. 


Si v{x) possède dans l’intérieur âe((i>) les dérivées premières continues 
par rapport à on a 

N 


c’est-à-dire que dans ce cas la dérivée de v (in) est égale à la moyenne de la 
dérivée correspondante de v{x). Dans ce cas on a 


4 (“) (“) ^ J 

( 2 ;) 


et il est clair que le laplacien existe et est égal à 


1 

(ù J dn 
(3 


du. 


Si, enfin, la fonctiou v{x) possède les dérivées secondes dans l’intérieur 
de (w), on trouve finalement 


A<.(a.) = iJ 
(<«) 


Avdb). 


5. Soit donnée une portion de surface, ayant dans chaque point les 
éléments de la courbure régulièrement coutinus et soit donnée une fonc- 
tion v(x) ayant les dérivées premières régulièrement continues dans un 
domaine contenant ((tI dans son intérieur. Si t], C, sont les coordonnées 
des points sur (o-), le lieu géométrique des points r)i, Ij^), où 

(17) 5j = Ç-i-5cos(iV$), ïi, = y;-+-8cos(iVr]), îj = C -h 3 cos (M5, 

est une portion de surface ( 7 ^) qui répond aux conditions de Liapounoff, si 
la distance S est suffisamment petite. 
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En évaluant l’élément de la surface («J ou trouve sans peine que 
da, = (1 -H SK'-i- Ô* G) du = T{1) du, 
où Jï et (? sont les courbures moyenne et totale de (a): 


J . P i 

-Bj et jRj étant les projections des rayons des courbures principales sur la 
normale intérieure de (<j). 

Si Vj est la valeur de v(x) sur (<rj, on a 


^ dv 

V, V-t-'j Y- -*~ 

' dn 

{( -J' - ^ ) cos (ATy,) )cos(A’i;),| , 

(Ç', V) 1^0 étant un point situé entre les points (5, >], O et y)j, 

Comme, suivant l’hypothèse, les dérivées de t;(æ) sont régulièrement 
continues, la valeur absolue des dernières parenthèses est moindre qu’un 
nomlire de la forme -4$^, O < X < 1 . On conclut de tout cela que 


et que 


lim ^ I J V, du, — J vdu^ =J' ^ du-¥- ^ vKdu, S — *• O 

(®i) (») (®) (®) 

liui ^ j j V, du^ —J vdu^ — J vKdu = du. 

(n) (®) (») {®) 


(n) (®) 

Nous nommérons l’expression 


(18) ^ |lim I ( J — J vdu'j — j vKdu | = a(î;) 

(n) (<r) ('t) 


le 6ax à travers la portion de surface ((r). 

Remarquons que les valeurs de l’expression (18) dans le cas général 
peuvent être différentes pour 8 positive et pour 8 négative. Nous les 
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désignerons suivant les notations du chapitre 5 par (!<*>(?;) et respecti- 
vement. 

Si (a) est la frontière d’un domaine (w), nous avons, si la fonctions (a:) 
possède les dérivées sécondes dans (w): 

(7 (v) (T = A (V ( w)) W. 

Pour obtenir le flux directement comme la limite d’une variable, 
introduisons l’expression 

(19) w, o )= j Vjrfa. 

{») 

On s’assure aisément que dans le cas, quand la fonction v(x) possède 
les dérivées premières régulièrement continues, on a 

( 8 ) 

(") 

A cause do cela, à la définition donnée plus haut nous pouvons substituer la 
suivante 

(18') a(i;)-(T = lim-^(F(8) — i\^)) 


en traitant l’existence pour S — 0 de la dérivée du côté gauche et du côté 
droit chez la fonction jP( 8) comme la condition nécessaire pour l’existence 
des flux a^'Hv) et 

Remarque. Pour expliquer le sens do la variable (19) imaginons que la 
portion de surface (a) est le lieu des particules d’une matière quelconque, le 
nombre des particules sur {a) et (<jj) étant le même. En nommant la densité 
de la distribution des particules sur (a) le nombre des particules sur l’unité 
de la surface, on obtient que la densité de leur distribution sur (o-,j est 


égale à 


81 [X est la densité de la distribution sur ( a), car les mêmes 


particules remplissant les éléments dtr et do-j, on a 


adT — Uj riTj = [x, T (8) d^. 
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A cause de cela 

(ffi) ('ï) 

et pour passer à l’expression (19) il faut supposer seulement que |ji = 1 
Si la surface {S) possède les éléments de la courbure réguliéremen 
continues, nous dirons, que la surface {S) appartient à la classe (C). 

Si la surface fermée {S) est composée par un nombre fini des por 
tiens (o-j), . . . (o-j), qui appartiennent aux diverses surfaces de la classe {G] 
on peut fornier une fonction o-(t;), additive et à variation bornée d’après li 
règle suivante: si tous les points de (o-) appartiennent à une des portion 
(tj), . . .,(o’j), <j{v) est le flux à travers (a); si les points de (cr) appartien 
neni à deux portions ((Tj) et (Tj'Vi) contiguës: 

(T (v) • <r = ct' («;) c' -t- <t" ( v) <t'', 

(O-') et {(y") étant les portions de (tt) appartenant à (cr,) et à (o-^_n). Nous diron 
que la fonction o-(v) ainsi définie est le flux à travers la portion (a) de li 
surface (S). Le flux à travers (8) est égal à 

(7{v)d(J~ TiS) 

(S) 

Remarque. Nous avons dit au commencement de ce paragraphe que h 
lien géométrique (ffj) des points (17) est une portion de surface de Liapou- 
nofif. Mais on peut même affirmer, que ce lieu géométrique est une portioi 
de surface de la classe (O). En effet, le déterminant fonctionnel du systèm< 

5 S cos (-NÇ), Yjj = Y) -H S cos (Nri) 

étant égal à T(8), on peut trouver $ et yj en fonctions des ^j, yîi* Comm( 
cos(J^f'^, cos (A Y]) possèdent les dérivées premières par rapport à 5 et y), 5 et i 
possèdent les dérivées premières par rapport à yjj. Il suit dt; là que 


cos(NH), cos (Nri), co8(^0, 
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qui déternûneat la normale à («rj, si on les traite comme fonctions des 
et y),, possèdent les dérivées premières. 

Or, pour calculer tous les éléments de la courbure on a besoin seulement 
de ces dérivées.* 


On s’eu assure aussi en remarquant que les dérivées ^ ^ sont 
égales respectivement à — cos ' — ws (^) ’ ^ 


fois dérivable par rapport à et tj, . 
On trouve, par exemple, 


T(S) = K -+-IG, T{1) G, = G, 


et étant les courbures de ((Tj); les rayons des courbures principales 
de ((T.) sont égaux à .y - ^ et p ^ < ; si (cj) et (o-,) correspondent aux 
valeurs 8^ et 8j -i- 8, de 8, on a 


(fa, = r(8, 8,) (fa == (1 -H 8, 8,* (?j) (1 8i Z -+- 8,* G) di = 

= (1 H- 8, 7f, H- 8 ,* G!,) (fa,. 


0. Revenons maintenant à la fonction «(a;) définie par l’égalité (Ij. 
Supposons que le domaine (w) est quelconque et étudions la variable 


( 20 ) 



dans laquelle nous désignons par (x^ le point qui avant le déplacement 
de (to) était identique avec le point (*). Nous supposerons, pour fixer les 
idées, que le déplacement est effectué dans la direction de l’axe Ç. Ici r„ et 
sont les distances du point (ÿ)jusqu’aux points et (x). 

Or, si on déplace le point (y) parallèlement à l’axe H dans la direction, 
qui est opposée à la direction du déplacement des points (x), le point {y) 
prendra la position {y^ et la distance entre les points (y^ et {x) sera 


Voir, par exemple, mon mémoire «Sur le problème de Neumann >i (O aa^ane HefivaHa 
Recueil mathématique de Moscou, t. 85, § 2. 
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égale à 
égale à 

( 20 ') 


ayant la même direction que r„. La variable (20) est donc 


r 1 I rdû) r d<o| 

L ^ I J ^so J ^lol 

H H 


d<o| 

iJ’ 


ce qui montre que la limite de la variable (20) pour 8— ►O est égale à 


(20") 


d rda)_ rco8(r,j$) 

(w) (<l>) 


düi 


c’est-à-dire, à la dérivée d’uu potentiel newtonien par rapport à la coor- 
donnée E du point (y); nous supposons, comme toujours, que la distance 
est dirigée du point (x) vers le point (y). 

Comme les dérivées premières d’un potentiel newtonien à densité 
bornée sont régulièrement continues dans tout espace, la différence entre les 
valeurs de la dérivée en deux points à la distance S' étant en valeur absolue 
moindre qu’un nombre de la forme AS' llogS'J, on voit que 

(“s) H (<*>) 


la fonction (20*) étant égale à la valeur de la dérivée en un point situé entre 
les points (y) et (y^. Il suit de tout cela que 


^ ju(tüj) — ^(cü)) (ü — J 

'(Uy) H “ (Ûy) 

Le second terme dans la dernière égalité étant en valeur absolue plus 
petit que E/'(Qy)Qy • ^8 |log & |, f/ (w) étant la variation moyenne de «(w), on 
en conclut que 

(2 1) Vj' (w) = J M (t) J dx. 


(Oy) 


((!>) 


Supposons maintenant que le domaine (u) est limité par un nombre 
fini des portions de surface ayant en chaque point uu plan tangent déter- 
miné. Dans ce cas on a 
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si (a) est la frontière de ((o). La formule (21) prend la forme 
(21') Vj' (w) = (t) J £5!® ch ) d(ü 


(Ûy) 


(») 


Soient («Tj), (o-,), . . . les portions de (d) sur lesquelles la direction 
de la normale JV se varie continûment. Comme on a 


/ 


cos(N^) 



du 


et, suivant les théorèmes du § 3 : 

(<r<) (üy) (s) 
la formule (21') conduit à l’égalité 


( 22 ) 



J'v cos ( A^5) 


(<») 


Remarquons encore une fois que l’égalité (21') est établie pour les 
domaines (w), limités par les frontières composées d’un nombre fini des por- 
tions, ayant en chaque point un plan tangent détérminé se variant conti- 
nûment. Quel que soit le domaine (w), le domaine (a^ formé par les 
intervalles d’un des réseaux (R^) du § 1 (1), situés dans l’intérieur de (w), 
jouit de cette propriété. 

Nous avous remarqué dans le § 4 que la dérivée d’une fonction des 
domaines, si elle existe pour chaque domaine, est une fouction additive. 
La fonction vs (w) est donc additive. 

Enfin, la fonction moyenne «ç'(<o) est absolument continue; on a 


li 

H 


C 08 (rj 


10 ' 




'10 



scs LE POTENTIEL NEWTONIEN 


369 


pour chaque e, si la mesure de (<») ne surpasse pas un nombre y; ; il suit 
de là que 

lt.5'(«,)<«|<Etr(t^)n,, 

si 

Cü <Y]. 

Remarquons, pour terminer, qu’on a 

((ü) = (cû) cos (LQ -H {(a) cos (Lri) -+- Vj' (w) cos (LQ. 

7. Supposons maintenant que la frontière (cr) du domaine (w) répond 
aux conditions de Liapounoff et envisageons la différence 



dans laquelle (uj) est la frontière du domaine (m.) formé suivant la règle 
décrite dans le § 4, le déplacement de (lo) étant éffectné dans la direction 
de l’axe 

Introduisons, comme dans le § 6, le point (y,) obtenu en déplaçant 
le point (y) parallèlement à l’axe ^ à la distance o dans la direction, opposée 
au déplacement des points de (co). 

Si est la distance entre les points (x) et (y,), on a évidemment, le 
point étant le point (a:) en nouvelle position, = 

cos (iV, Ç) = cos (iVÇ ), 

d’où suit qu’on peut donner à la différence (23) la forme 


(23') 


/Il pos(jf$) r co8(jy$> 

(») («) 


da 



La surface (a) répondant aux conditions de Liapounoff, coB(Mi) es 
régulièrement continu; on .en conclnt, suivant le théorème de Liapounoff, 
que le potentiel de simple couche 
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possède les dérivées premières dans l’intérieur de (a>) et dans l’extérieur 
de (w), qui sont régulièrement continues dans les domaines de leur existence 
et tendent vers les limites déterminées, quand le point tend vers la 
frontière de (w). 

Les dérivées de (24) sont, donc, bornées; soit B la borne de la dérivée 
de (24), prise dans la direction Comme on a 

y» 

zTg ^ y)) = ~ IJ - - ÿ 

y 


on voit que la valeur absolue de (23') ne surpasse pas B. 

Faisons maintenant une nouvelle supposition. Supposons que u{':) est 
continue pour (x) — (w), c’est-à-dire qu’on a 

lim M (w) = « (w) = lim « (w), 

ou que tous les points de la frontière de (co) sont les points extérieurs pour 
le domaine (fi^:)- prolonge «(w) dans tout espace en posant «(w) = 0, 

si les points de (co) sont extérieurs pour (Ü^), la fonction restant additive, 
dans le dernier cas mentionné m(co) sera continue dans le voisinage de la 
frontière de (w); cette remarque permet de traiter les deux cas en môme 
temps. 

La fonction «(w) étant continue pour (w), sa variation moyenne ?/(a>) 
l’est aussi, suivant le théorème du § 5 (1). 

En choisissant le domaine (t^ contenu dans l'intérieur de (m) et le 
domaine (tô), contenant le domaine (w) dans son intérieur, de manière 
qu’on ait 

?7(d) 8 •< t, 

(d) étant la portion de (11^) contenu dans (w) — (w^), en désignant par (i^y) 
la portion de (Ü^) contenue dans (c^ et par (D^") la portion de (ü^) extérieure 
à (w), nous avons 
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et 


(25) n' <“>) - , l' M . M = J „ h / fa 

(^VO 

..ju (t) d': -hJm (':) éS?'P»\—^('^<y) 


d-. 


(ûv') 


(J») 


La dernière intégrale est en valeur absolue plus petite que 


BU{b)b<Bt\ 


la variable (23) sous les signes des deux premières intégrales converge vers 
sa limite uniformément, si (y) est dans l’intérieur de (Ü^) ou de (Üy"i. 

On a donc, indépendamment de la position de (yj 


^ {«, .Vj) — ^ (c, ?/) . à A (a, y) I ^ _ 

8 

si S est assez petite et ne surpasse pas la moitié de la plus courte distance 
de la frontière de (w) aux frontières des (w) et (ôî). 

Or 


(») 


<BÜ(b)» < Bz, 


l’intégrale dans la partie gauche de l’inégalité ayant un sens suivant le 
théorème du § 3 (2), car on peut enfermer les points, dans lesquels l’oscilla- 
tion de - est plus grande qu’un nombre donné e, dans un nombre 
fini des domaines tels que 

Î7(^(i)) ^1) 


Il suit de tout cela que 

8 .J ' ' d; I 


< 


(Û„) 


< iU{Üy')üJ - 1 - 2Bz < tUiCi,) 12^ 2Bt, 
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c’est-à-dire que 


Vjj(w)a> = — J «(t) 

(ûy) 




dl 


(Uv 


(«») 


On en conclut immédiatement que 


(26) 


(Ûy) 


H 


On a, cependant, 


J » W i II * = J« (.) i J rf. -f-J» (T) i J ^ Æt J« (T) i I ^ 

(ûy) ( 0 .) (ûyo ( 0 .) (Qy') (( 0 ) (a) (. 0 ) 


et 


> ♦'lo 


(w) 


est égale à — 4Tr, quand le point (y) est dans (Ûy), à zéro, quand le point (y) 
est dans (Üy"j et reste borné pour les points dans (d). 

Soit (wp) la portion de (w) appartenant à (üy); — si (w) est 

dans l’intérieur de (üy). On a 

■m(wo)o)o — M(Üy')Üy' <t; 

à cause de cela la formule (26), qui donne en premier lieu 


Aî; (ü)) u) = — 47rM (üy') Üy' Bz— — 47c • u (w^) -+- Ci, 

conduit à l’égalité 

(27) Av (w) = — 47111 (W(,). 

Remarque. Comme la valeur absolue de la variable (23') reste bornée, 
la variable (25), quand elle a tme limite et quand elle ne l’a pas, reste en 
tout cas bornée par le nombre BU(£i)ù, le nombre B dépendant seulement 
de la mesure de la surface (a). 
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La formule (27) est établie en supposant que la frontière (<r) répond 
aux conditions de Liapounoff. On peut, cependant, supposer que la surface ( 7 ) 
est formée d’un nombre fini de portions ayant les éléments de la courbure 
régulièrement continus. Telles sont, par exemple, les frontières des domaines, 
formées par la réunion des intervalles appartenants à un des réseaux (ÜJ 
du § 1 (1). 

En effet, soit (cr) la réunion d’un nombre fini des morceaux . . . ( 7 ^), 
satisfaisant à la condition mentionnée. 

La dérivée de 

J ^10 

('^t) 

par rapport à 5 est égale à * 


([D, cos (m) — cos* (NI) K] — ^ fcos* (iV^ 

J ^ ^10 ^10 

(»,•) (»t) 


+-J' cos (JV5) 


cos (Nr>) (K , — cos (i\rO dr, 


' 10 


ou 


n r-\T,\ cos*(7v, Ç) cos*(Z.g$) 1,1 

B5Cos(Aa = — X = 7r + j;.,. 


jRj, iZ, étant les projections des rayons des courbures principales sur la 
normale intérieure, 7^^, les directions des lignes de la courbure et le 
contour de ( 7 J et où la dernière intégration est effectuée dans la direction, 
adaptée lors des apiilications de la formule de Stokes. 

Il suit de là que la dérivée de 


ç^2îS^da=y d^ 

J >^10 ^ ^10 

(®) *=‘ (5i) 


est égale à 


r [Ds cos (^5) — cos* (N^) K] — 
J ’'io 

(«) 


J MO 

(<r) 


♦ Voir N. Gunther. Sur le problème de Neumann (0 aa^aue HefinaBa). Recueil mathéma- 
tique de Moscou, t. 35, §§ 2 et 8. 
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les intégrales courvilignes, qui ne sont pas bornées, quand le point est dans 
le voisinage de la frontière d’une des portions (ff,), se détruisant. 

Il suit de là que la dérivée de A ((7, y) est de nouveau bornée, ce qui 
permet d’achever les raisonnements et d’obtenir la formule ( 27). 

Soit, maintenant, (<7) une portion de la surface de la classe (C); 
construisons suivant la règle du § 5 la portion de surface ayant posé 
(28) ?i = $-*-8cos(iVÇ), »i, = Yi-H8cos(2srYi), = -C-4-8cos(AO, 
où (^, Yj, 0 (HiJ T'îi. C)) soiit îes points appartenants respectivement à (o-) 
et à (aj, et cherchons le flux de la fonction v(x) à travers la surface (cj. 

Nous avons suivant la définition 


(29) (j(t;)a: = lim-^l J i\d^ — j oda| = Iim| J «(t) f 

( 7 ) (=) (Ûyl (») (J) 


en désignant par (x^ le point (28). 

Remarquons en premier lieu que 

( 1 ) (®) 

est bornée. 

Si fj, et restent supérieurs à un nombre fixe yj, la différence (30i tend 
uniformément vers la limite 

J V J »-io* 

(') (o) 

qui est bornée; il reste, donc, à étudier les points (y) dans le voisinage de (a). 
Les intégrales 

r(Z-+-SG)dc;_ r(Z-+-8t?)dç, r{K-*-2W)dc^ 

J r,, -j ï{^)r^ ’J r(S)r„ 

('Tj) (il) 

étant bornées, si 0 est assez petite, par exemple, si l’on a joAT-*- 8* (Jj 
on voit que la variable 

li r^i_ r^i_i (7 




dZ 


(•Tl) (®) 


O (CTl) 


diffère de (30) par une fonction bornée. 
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Menons par le point {y) la normale à (a); soient et {x^^) les 
points, où cette normale coupe {<j) et (crj. Conslruisous dans le plan 
tangent à (a^) un cercle du rayon 2S ayant son centre en menons par 
les points du cerle les normales à(<T). Soient (ff<®>) et les portions de (7) 
et de (a^) ayant pour frontières les points d’intersection de ces normales 
avec (a) et (o-j). 

On s’assure sans peine que cbacuoe des intégrales 



»'io 


ne surpasse pas en valeur absolue un nombre de la forme aS; il suffit pour 
cela de choisir les coordonnées cylindriques ayant pour pôles les points (æ*®^) 
et (a’j*®’) respectivement et pour les plans principals les plans tangents 
à (a) et à (o-j). 

Remarque. Si la normale passant par {y) ne coupe pas (a), on peut 
prendre les points (a;<®>) et (a-/®>) sur les prolongements des portions de 
surface (a) et 

Quand à la variable 




(d— cr(0)) 


Ü(d|-ff2^0)) 


elle est égale à l’intégrale 


rçoaÇ^) 

J 


où (7j) est la surface (o-j) correspondante à une valeur Oj de 2, pour 
laquelle 0 -< 8j < 0 ; la dernière intégrale est bornée comme l’intégrale de 
Gauss. 

En supposant maintenant que m(t) est continue dans le voisinage de (cr), 
envisageons un domaine (d), contenant (cr) dans son intérieur et tel que 


tf(Ô)d<£. 
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Comme on a 


iÿ) (ff) (®) (ûy— 9) (C) (C) 


(5) (’l) 




(«) {«) 




l’intégrale ayant un sens à cause de la continuité de «(a), on eu conclut 
que (29) est égale à 

(Ûy) («) 

Il suit de tout cela que 

(31) <j{v)<T — — J 

(Qy) (ff) 

En appliquant suivant les définitions du § 5 la formule (31) 
au domaine limité par une surface fermée, composée d’un nombre fini des 
portions ayant les éléments de la courbure régulièrement continus et telle, 
que «(t) est continue dans son voisinage, nous voyons que pour tels domaines 
le flux total de la fonction v(z) par la frontière est identique avec le 
laplacien. 

Remarque. Nous avons démontré que la variable (30) est bornée. 
Il suit de là que, si (a) est une portion de surface de la classe (G), dans 
tous les cas, quand u((ü) est continue dans le voisinage de (a) et quand cela 
n’a pas lieu, la variable 

(2 ü) -J ~ 0)| = j J V (®i) <f<T — J t; (a;) dT| 


est bornée indépendamment de la valeur de 8. 
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Eji effet, si G est la borne de la valeur absolue de la variable (301, 
on a, pour |S| ne surpassant pas un nombre donné, 

<é?J Cr(T)rfT = (?C7(üy)üj,. 

(Ûy) 

La variable (29) étant boiiiée, F(7,v,l) — F{<t,v,0) est infiniment 
petite pour S— »-0. Il suit de là que pour chaque portion (a) d’une surface 
de la classe (C): 

lim j V (jj) d'7= ^ V (r) dy, o — *■ 0 . 

(®) t'^) 

et même 

jjt;(irj)rfcr — J«;(a;)d(7 <(7l5i, si |o|<So, 

(®) (O) 

les nombres G et 8, dépendant exclusivement de (a). 

8. Supposons maintenant de nouveau que les valeurs de m(<o) sont 
positives, ce que revient à étudier séparément les parties positive et négative 
de la fonction «(w) plus générale. 

Soit donné un domaine quelconque fw'. En envisageant les réseaux des 
intervalles 



introduits dans le § 1 (1), construisons une suite des domaines 
(32) (^1 )' (‘**a)t • • •> (‘'^,1 )• • • • 

ormés par les intervalles appartenants à ces réseaux et placés tout à fait 
dans l’intérieur de (w). Les domaines (32) tendent vers (to) et on peut 
supposer, en supprimant quelques termes dans leur suite, que chaque 
domaine (32) suivant contient le précédent dans son intérieur. On obtient 
le domaine (io',^i) en ajoutant au domaine (w'J un nombre fini des intervalles; 
chaque point des frontières de (w^') et (w'+,) appartient à la frontière d’un, 
au moins, de ces derniers intervalles. 

Marquons les portions des faces des intervalles ajoutés à (w^'), formants 
la partie de la frontière de (w',^ 1 ); ces parties marquées n’ont pas de portions 
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communes avec la frontière de K). En déplaçant ces portions marquées 
parallèlement à une longueur z, variant de 0 jusqu’à un nombre on 
forme un nouveau domaine (<*>„'(':)), contenant (ü)^^ et contenu dans (wl+,), 
qu’on obtient aussi du domaine ((»„') en ajoutant les intervalles en nombre 
fini, cette fois n’appartenant pas aux réseaux Nous obtenons ainsi la suite 
des domaines 

(32') (w/(':)), (w„' (0) ^ 

dépendant d’un paramètre z et jouissant des propriétés analogues aux 
propriétés des domaines (32). 

Envisageons, enfin, une suite infinie des domaines (uij) variant 
continûment en croissant de (wi.^., (0)) jusque (w„'(i:„^.i)). 

Nous formons ainsi un domaine variable (w), inscrit dans (w), qui 
a (lü) pour limite, tel que parmi les termes de la suite de ses positions il 
y a une infinité non dénombrable des domaines, dont les frontières sont 
composées par un nombre fini des portions, ayant les éléments de la courbure 
régulièrement continus; chaque domaine suivant contient le domaine précédent 
dans son intérieur. 

Désignons par t la différence <o — w. On peut traiter u ((^ w comme 
une fonction de i. Les valeurs de u (w) étant positives, quand i décroît, m (w) w 
croît et reste bornée. 

Il suit de là que la fonction m(ç^cü n’est pas continue seulement pour 
une infinité dénombrable des valeurs de t et qu’on peut assigner une infinité 
des valeurs de t pour lesquelles «(c^w est continue et auxquelles 
correspondent les domaines, appartenant aux ensembles (32'). 

Si la fonction m(w)(ü est continue comme fonction de f, pour une 
pareille valeur de t elle est continue comme fonction des domaines. Si (c<^ 
est le domaine, qui correspond à < et si Ifj — est moindre qu’un nombre y), 
on a 

|m(w)w — 7t(w(/,))cü(#j^)| <£. 

Or, si (w") est contenu dans (wJ et contient (w (<J), on a 

M (w (#j)) to {t^ <; u (w") tu'' -< M ((^ w, 

|m (o^ ü) — M (ü) ') («)''| <; e. 


d’où suit 
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Soit maintenant 


(33) (CO,"), M, ■ • ■ • • • 

la suite des domaines, formés par les intervalles, tendant vers (co) et tels 
que n{bi) soit continue dans leur voisinage. 

Pour chacun des domaines (33) la moyenne v(io) possède les secondes 
dérivées vl' .(co), ^\,(w), ... et on peut calculer le laplacien. 

On peut former la suite 

Au(co,") = — 4 ~m((ü,"), Av(co/')= — 4mt(to/), . . ., 

= — 4-i{(co/), 

Cette suite a évidemment une limite bien déterminée, <iui est égale 

à dit 7< (tü). 

En raisonnant d'une manière analogue on peut construire une suit»' de 
domaines 

(33') (co,‘'>), (w/>), . . ., ((ü/>), . . . 

formés par les intervalles, contenant (co), tendant vers (co) et tels que (Mco) 
soit continue dans leur voisinage. La limite des est évidemment 

égale à — 47 :m(co). 

Si la fonction 7c((o) est une fonction quelconque additive et à variation 
bornée, les limites Ayfco^") et Aw(cüJ'’) existent de même, étant égales au.v 
différences des limites correspondantes, calculées pour les fonctions î,,(a) 
et 7,(3"), où 

V, (x) = j u^{z) p-, v^ix)= Ç u,(z) P ; 

(üy) (%) “ 

ces limites sont évidemment égales respectivement à - 4 -m ( ai) et à - 4r j/ (cü). 

Au lieu de s’occuper des laplaciens, on pourrait prendre les Hux 
totaux à travers les frontières des domaines (33) et (33') et s’assurer que 
leurs suites ont aussi des limites déterminées, égales respectivement 
à — 4ir M (cü) (ü et à — 4 ï; m (co) eu. 

Si la fonction «(eu) est continue dans le voisinage de (eu), les deux 
limites sont égales. Nous dirons dans ce cas, que la limite de Av (eu) eu ('St 
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le laplacien total de v(x) pour (cü) ou le flux total à travers la frontière 
de (wj. 

Remarque. En formant le domaine variable tendant vers (w), on 
peut encore procéder comme il suit. 

Ayant formé les domaines (32), on peut changer chacun d’eux en un 
domaine, limité par une surface de la classe (C); car la frontière de chaque 
domaine (w„') contient un nombre fini des arêtes et des sommets. 

Les domaines limités par le lieu géométrique des points 


^i = E-+-5cos(iV$), rii = viH-ocos(iVï)), (^ = Ch-ocos(JVO, 


où ($, 1 ], îi) est le point sur la frontière de (co^') et N la normale à cette 
frontière, sont de même les domaines limités par les surfaces de la classe (6') 
et on peut assigner les nombres — 8^' et .8^" de manière, que les 
domaines (u)„'(8)) soient contenus dans le domaine (wl+i (—U) et 
contiennent le domaine (S-,)). 

Il reste encore à envisager une suite infinie des domaines (w^) variant 
continûment de (8"_i)) jusque (%*( — 8^')), pour obtenir le domaine 
variable (u^, qui répond à toutes les conditions nécessaires pour achever les 
raisonnements. 

On peut former de la même manière le domaine variable (w). 

Nous pouvons maintenant compléter une lacune, qui est restée dans 
le § 5. Nous avons défini dans le chapitre 5 pour une fonction v{x), ayant les 
dérivées premières régulièrement continues, le flux comme l’expression 


2 

<7 




dv , 

3~a(T. 

an 




Si (cr) est une portion de la surface de la classe (C), l’équivalence de 
cette définition et de la définition du § 5 est établie dans le § 5. Or, si 
(ff) n’appartifent pas aux portions des surfaces de la classe (C), la définition 
du § 5 permet de définir le flux seulement comme la limite des flux des 
portions des surfaces de la classe (C) qui tendent vers (cr). Il est aisé de 
démontrer que dans les cas, que nous considérons, cette limite existe et 
est égale au flux, introduit dans le chapitre 5; la portion de la surface (cr') 
tendant vers (a) 


\ r dv J , 1 Çdv J 

hm-; -y-di =- -v-aff, 
a J dn ajdn 
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les éléments sous le signe de la première intégrale tendant vers les éléments 
correspondants sous le signe de la seconde. 

9 . Nous dirons qu’un ensemble des domaines forme un corps: 

1) si un domaine quelconque (&>) étant donné, il existe une infinité 
non dénombrable de domaines inscrits dans (w), respectivement, des 
domaines (ôj) circonscrits, appartenant au corps, qui tendent en croissant, 
respectivement, en décroissant vers (m); 

2) si (w) et (wj) font partie du corps et tous les points de (tOj) sont les 
points de (w), l’ensemble des points de (<»))'ii’appartenant pas à (wJ et de 
leurs points limites est le domaine ((oj, faisant partie du corps; 

3) si l’ensemble des points, appartenant aux deux domaines (w^) et (wj), 
faisant partie du corps, et de leurs points limites est le domaine (wg) 
appartenant au corps. 

Remarquons que le domaine (w) appartenant au corps, on peut 
toujours le diviser en deux domaines (w,) et (wj), appartenant au corps. 

Il suffit de construire un domaine quelconque (t), ayant une partie 
commune avec (w) et de trouver un domaine (ç), appartenant au corps. La 
partie commune de (w) et de ( 2 ) est le domaine (w^), appartenant au corps 
suivant la condition (3); la condition (2) conduit alors à la décomposition 
cherchée. 

En cherchant le laplacien Au((«>), nous l’avons trouvé seulement pour 
les domaines d’un corps; pour les domaines de ce corps, Av(io) est égal 
à — 4 tc M ((xi). Ainsi apparaissent les questions suivantes : si une fonction des 
domaines w((xi) est détérminée pour les domaines d’un corps (A), peut-on 
avec ces données construire une fonction moyenne w(<x)), qui soit définie 
pour chaque domaine d’un corps plus général ou de l’espace ; si les valeurs 
données de la fonction m>(ü>) sont égales dans le corps (A) aux valeurs de la 
fonction moyenne «(w), que peut-on dire sur la diflférence ^e(w) — m(w) 
pour les domaines, n’appartenant pas au corps; et, enfin, quelle influence 
a la distinction des fonctions w(cü) et u (w) sur la valeur de l’intégrale 


(34) 



Nous supposerons, que les valeurs de îo((xi) sont toutes positives. 

Si (co) est un domaine arbitraire, la variable dans laquelle (w) 

sont les domaines appartenant au corps et tendant en augmentant vers (w), 
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a une limite qui ne dépend pas de la loi de la variation de En effet, 
si (t^ contient (w^, appartient au corps suivant ( 2 j et 

est plus grand que M’ (h),) a), ; quel que soit le domaine ( 5 ^ appartenant au 
corps et tendant vers (w), il est contenu dans un (Wj) et contient un 
où (<^ et (wj) sont les domaines, appartenant à une suite de domaines, 
variant suivant une loi détérminée. Désignons cette limite par w((«})co. On 
peut définir de la même manière la limite M;(oü)tü en considérant les 
domaines (w). 

Nous supposerons que pour chaque domaine (w), appartenant au 
corps, on a 

(35) w{(x))(ü = w(u))o). 

et nous prolongerons le corps en ajoutant au corps tous les domaines (w), pour 
lesquels l’égalité (35) est satisfaite. La fonction te (w) reste additive dans 
l’ensemble des domaines ainsi formé. 

Supposons que (w) est divisé en portions (Wj) et (wj) et que (w) avec (wj) 
appartiennent à l’ensemble. Si (w) et (wJ appartiennent au corps, leur 
portion commune (ô) lui appartient aussi, ainsi que le domaine(w) — (b)=((ü^). 
On a donc 


IV (Wj) CO3 = W Cü îü (d) d, (ô) b <; W (cüj) tOj, 

et 

î£(cü2)w^ — ?p(cü)co — limM>(d)tl, limtc(d)d<te(tüj)oj^ 

d’où suit 

w (Wj) Wj > tt? (w) tü U! (w,) Wj . 

Si (w) et (wj) appartiennent au corps, le domaine (ù) — (w) — (w,) 
lui appartient aussi et contient un domaine (wj), appartenant au corps. 

On a donc 

IV (îüj) iüj <C.w{d)b =:W (w) (ô — W (ü)j) 

d’où suit 

ïii (üjj) üj, < îv (eu) (ü — tv (cüj (Oj . 

On a donc 

w (Wj) (Ü^ = W (Wj) Wj = w (w) (1) tv (cOj) Cüj . 


ce qui était à démontrer. 
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Remarquous maintenant que si la fonction w{(a) peut être formée et 
si le domaine appartient au corps (A), la valeur de (34) est complètement 
détérminée par les données du problème, même si le procédé de la formation 
de n’est pas conduit jusqu’au bout. 

En elfet, en évaluant l’intégrale 



on peut toujoure partager (û^), s’il appartient au corps, en domaines plus 
petits, appartenant au corps (A) et les propriétés (2) et (3) assurent 
l’existence de la limite détérminée des sommes, qu’on envisage lors du 
procédé d’intégration. 

Il faut cependant faire l’observation suivante. Ayant en vue une 
généralisation, nous supposerons, que les domaines formant le cori)S (.4) 
sont tous les domaines intérieurs à un domaine (D), en n’excluant pas la 
supposition, que (D) est l’espace tout entier. 

La variable étant croissante, quant (D)-^(D), elle doit être 

infinie, si elle n’a pas une limite déterminée. 

Nous supposerons que cette limite existe et nous ajouterons le 
domaine (D) au corps (A), en lui donnant le nom d’un corps propre à w (w). 
Si cette condition n’est pas satisfaite, la formation d’une fonction w{iù) 
à variation bornée dans le domaine {B) devient impossible et il faut se 
restreindre par la considération d’une fonction w{ia) définie pour un 
domaine {B^ contenu dans (D). Si le domaine coïncide avec (D), nous 
avons une restriction nouvelle pour le corps (A). 

Les difficultés du problème de la formation de la fonction w((ü) tiennent 
à la généralité de la définition de l’intégrale de Stieltjes, qui est intimement 
liée avec la généralité de la définition de la fonction moyenne. 

Si on se restreint à la considération des fonctions moyennes, définies 
dans un corps (B) des domaines, jouissant des propriétés (2) et (3), 
mentionnées ci-dessus, par exemple en sui)posant que la frontière de chaque 
domaine est formée par la réunion d’un nombre fini des portions ayant dans 
chaque point une normale déterminée, qui varie continûment .sur cette 
portion, et si les domaines du corps (A) font partie du corps (7?), il s’agira 
seulement de la formation de la fonction w(w) pour le corps (B). 
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La résolution du problème posé ne peut pas être effectué par un nombre 
fini des opérations. Nous montrerons seulement, comment on peut lever 
les obstacles, qui se manifestent lors de la formation de w{w) pour un 
domaine donné (w) et nous le résolverons pour un corps (B) assez général. 

La possibilité de former la fonction w(<ü) étant ainsi établie,* on 
pourra parler de l’intégrale (34), car sa valeur est calculable pour chaque 
domaine; c’est seulement pour quelques domaines (ü^), qui n’appartiennent 
pas au corps (A), sa valeur dépendra éventuellement du mode choisi pour la 
formation de la fonction îv{io). 

10 . Étant donné un point construisons une sphère [p] ayant le 
rayon p et le centre au peint Envisageons la variable 

(35) «>([?])[?]■ 

Quand p diminue, (35) diminue aussi et, restant positive, aune limite. 
Si cette limite est différente de zéro, nous la désignerons par en nommant 
la masse au point (a;*’^) et en disant, que le point (a:*’^) est singulier. 

La variable 

«’([?])[?] 

a la même limite pour p— >0, car chacune de ses valeurs est comprise entre 
deux valeurs de (35). 

Remarquons que pour une infinité non dénombrable des valeurs de p, 

on a 

r^(rp]) [?]=«•([?])[?], 

la fonction /’(p), où 

/•(p -4- 0) = w{[p]) [p], Ap - 0) = w{[ç]) [p], 

étant croissante et bornée. 


♦ Dau3 son remarquable mémoire dans les Acta Mathematica, t. 54, M. F. Riesz envisage- 
les fonctions des ensembles ouverts, ce qui revient pour nous à envisager u ((u) à la place de u((t>), 
les domaines de M. Kiesz étant, cependant, plus généraux. Nous supposons que l’ensemble des 
points, formant la frontière d’un domaine, a une mesure de RiemauD égale à zéro, ce que ne fait 
pas M. F. Riesz; mais en défioissant l’intégrale de Stieltjes, il se contente de la division du 
domaine (û^) eu domaines, appartenant au corps des domaines, pour lesquels la fonction est 
continue suivant notre définition en démontrant la possibilité d'une pareille division. 
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Les domaines (w), pour lesquels le point est sur la frontière, 
n'appartiennent pas au corps {A). En effet, la différence 

W (w) üJ W ((ü) (ü 

ne pgut pas avoir zéro pour limite, chaque domaine (w — w) contenant dans 
son intérieur une sphère [p]. 

En répétant les raisonnements du § 8 (5), on s’assure, que l’ensemble 
des points singuliers est dénombrable et que la série 

... 

est convergente. 

Construisons maintenant une nouvelle fonction moyenne additive 
d’après les régies suivantes: 

1) si le point n’appartient pas au domaine (uj), posons 0*^’ (w) = O, 

2) si le point est dans l’intérieur du domaine (w), posons 

<ù 

3) pour définir la valeur de ©(w) dans le cas, quand le point (a;»») est 
sur la frontière de (w), déplaçons l’origine des axes des coordonnées dans 
le point sans changer leurs directions. La fonction (w) devant être 
additive, il suffit d’envisager les domaines (w) contenus dans un des 8 angles, 
formés par les plans des coordonnées. 

Construisons autour de (a:‘^>) une sphère du rayon p. Soit (E^) l’ensemble 
des points, appartenant à (w) et à cette sphère; soit (e^ l’ensemble des 
projections des points de l’ensemble {E^ sur le plan XY. Les ensembles (E^) 
et (Cp) sont fermés. En comptant les angles en sens positif pour un observateur 
du coté positif de l’axe Z, soient (epp') et (ipp") le plus petit et le plus grand 
des angles entre l’un des axes (X), (Y), suivant le cas, et les rayons, passants 
par les points de l’ensemble {e^. 

Envisageons un plan, passant par l’axe OZ et formant l’angle ç avec 
le plan XZ. Soit (Cp) l’ensemble des points situés dans ce plan et appartenant 
à l’ensemble (E^. En menant par les points de (Cp) les droites, passant par 
l’origine, et en envisageant les angles entre ces droites et la direction 
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positive (le l’axe Z, désignons par -^p' (9) et ij/p" (9) le plus petit et le plus 
grand de ces angles. 

Comme pour < p les ensembles (Æpj), (Cpj), (cp^) sont contenus dans 
les ensembles (jK.), (e^), (c^), respectivement, les variables 9p', 9p", (j/p', t].'.'' 
sont monotones et ont les limites pour p— *-0. Désignons ccs limites par 
9', 9", et posons 

?" y'!?) 

w = J"sin’]/(i'.{/rf9. 

La fonction cos ’}'(9) — cos ■}"(9i est intégrable. Pour le démontrer 
il suffit (le démontrer l’intégrabilité de la diilérence 

( 3 C) 

Envisageons les domaines (w) formés par les intervalles et ayant (w) 
pour limite. Ayant choisi le nombre p, formons l’intégrale 

Y 

|’(i, '(?)-?; (T))<'?, 

d 

dans laquelle les angles vj^'(9) et 'j/p"(9) sont calculés pour (w). La 
fonction '|/,'(9) — 'j'p”(<p) ®st la limite de la fonction (|/p' (9) — (|;p''(o), vers 

laquelle elle tend en croissant et, comme l’intégrale est moindre que — , 

la dite fonction est intégrable. Or, la fonction ( 36 ) est sa limite pour p— *•0 
et comme elle tend vers cette limite en décroissant et en restant positive, 
la fonction ( 36 ) est elle-même intégrable. 

Supposons que la fonction 6*^'(c»)) est additive dans un corps (Z?j); le 
corps (Bj) contient le corps (B) défini dans le § 9 . Posons: 

U' (ta) — 0'*’ (ta) = (ta). 

La fonction (oi) est définie dans le corps (A). Si le point (a:**’) est un 
point éxtérieur pour (w), on a M;(<a) = tt>‘^>(ca); si le point ()r<^>) est un point 
intérieur pour (ca), on a 

«(•‘•(ca) ca = M’((a) (a — p.*'*; 
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la limite de M^’H[p])rp] P^ur p— ►O étant égale à zéro, le point n’est 
pas singulier pour la fonction 

Si à la place de w (co) pous prenons la fonction 

( 37 ) 


nous obtenons une fonction, qui est définie dans le corps (A) et qui possède 
dans ce corps les mêmes valeurs que w(ù)), mais qui est définie pour certains 
domaines ayant le point sur la frontière, si est le seul point 
singulier sur la dite frontière. 

Quel que soit le nombre des points singuliers . . . que nous 

devons envisager lors des calculs, on peut toujours substituer à la place de 
la fonction w(w) une fonction 


< 37 ') 




qui est définie dans le corps (A) et qui possède dans ce corps les mêmes 
valeurs que étant définie aussi pour certains domaines ayant les 

points singuliers mentionnés sur leurs frontières; pour la fonction Wj((o) les 
points ... ne sont plus les points singuliers. 

Remarquons que 


J 

(Qy) 


dr 




vr 

’>0 


y 


rj^ étant la distance entre les points (a-*) et {oc). 

II. Supposons maintenant que [L) est la ligne d'intersection des 
frontières de deux domaines, en supposant que {L) est rectifiable. 

Prenons une portion {l) de la ligne [L) entre deux points (a;') et (a") 
situés sur (L) et envisageons un domaine (w) ayaut les points {x') et {x”) 
sur sa frontière, les autres points de {l) étant ses points intérieurs. Il existe 
une infinité non dénombrable des domaines (w), appartenants au corps et 
tendants vers (w), étant inscrits dans (o>). Soit w(üj)(o la limite des î<;(a^w. 

Si les points (x') et (x") ne sont pas les points singuliers, la variable 
;W((o)cü a une limite déterminée quand (w)— »-0. 

Si cette limite est différente de zéro, nous nommerons la courbe (L) 
•singulière; on s’assure sans peine que le domaine (w) n’appartient pas au 
corps (A), si la courbe singulière (L) appartient à la frontière de (w). 
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Pour le démontrer remarquons que quand (w) diminue, la variable 
w((ü)co diminue aussi en restant positive; il suit de là, que si (w) varie 
suivant une loi déterminée, telle que chaque domaine suivant est dans 
l’intérieur du domaine précédent, w(a))(ü a une limite. 

Envisageons une telle loi de variation de (<»>); soient (w„') les termes 
de la suite que nous considérons; désignons par v{l)l la limite de *£(w„')<^n * 
Quel que soit le nombre positif e, on a 

0 ^ (^1,) (0 ^ T ’ 

pour 

Soit {(tij le domaine qui varie suivant une autre loi. Entourons les 
extrémités de (Z) par les sphères à rayon r, ayant ces extrémités pour centres 
et choisissons r de manière, qu’on ait pour chacune des sphères 

Si n est assez grand, les portions de (w^), qui n’appartiennent pas 
à (fa)^ ), sont dans l’intérieur des sphères mentionnées et, si (cü^,") est la portion 
restante de (w„), on a 

On conclut de là que 

— ■ ^ K) ^ M %> 

si 

n > «g, 

car on passe de w (%")%" à en ajoutant un nombre, qui est 

moindre que y- 

D’un autre côté, si est assez grand, tous les points de ((*>„^), qui 
n’appartiennent pas aux sphères mentionnées, sont dans l’intérieur de (tu J, «■ 
étant un nombre choisi parmi les nombres, qui surpassent on a donc 

— y < w (a)„) tu„ — w ( w', J 
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Il suit de tout cela que 

^ (0 ^ — i < !£ M - < î? < E ( w’«,) wl, -t- -J < ^ (0 ^ 

c’est-à-dire que pour n > on a 

— s <'ç(w„)% — v(/!)^ < -, 
ce qu’il fallait démontrer. 

Si la portion (1) de (L) est décomposée en deux portions (/,) et (/j), on a 
évidemment 

car on peut prendre pour les domaines entourants et (/„) les domaines 
obtenus en coupant le domaine attaché à (l) par un plan passant par 
l'extrémité commune de (^j) et {l^). 

La. limite v(L) L existant aussi et les valeurs de v{l)l étant positives, 
nous voyons, que s’il n’y a pas sur (L) des points singuliers, la fonction des 
courbes v(i)/, qu’on peut former pour chaque courbe (/), est à variation 
bornée. 

S’il n’y a pas sur (L) des points singuliers de la fonction ee(oj), la 
fonction v (l) est continue. Pour le démontrer il suffit de répéter la démon- 
stration du théorème analogue dans le § 9 (5), en y changeant seulement 

et (a) en et (w). 

Construisons maintenant une fonction moyenne additive et à variation 
bornée d(w) d’après les règles suivantes: 

1) si le domaine (w) n’a pas des points communs avec (L), on a tl(w)= 0; 

2j si les points d’une portion (() de (L), excepté ses extrémités, sont 
les points intérieurs de (w), on a d(w)fa> — v(^)Z; 

3) pour définir la valeur de dans le cas, quand (7) est une portion 
de la frontière de ( w), menons par chaque point (a/) de (L) un plan (P) de 
manière, que dans le voisinage du point (x'} il n’y ait pas d’autres points 
communs à (L) et à (P), et une droite (Z) dans le plan (P) passant par le 
point (x^), ainsi que fixons une direction (X), perpendiculaire au plan {P). 

Traçons dans le plan mentionné un cercle au rayon r ayant le point (a7) 
pour centre. Soit (r)) l’ensemble des points de (w), situés dans ce plan 
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et apparteQants au cercle. Désignons par ç les angles entre la direction 
positive de (Z) et des droites passant par (a.') et par les points d’ensemble 
(Ex' (>■)), en comptant ces angles dans le sens positif pour un observateur 
regardant d’un point sur (X); désignons par et les valeurs 

extrêmes de ces angles en prenant pour l'un d'eux, s’il le faut, la valeur négative. 
Comme (Ex' (r^)) est une portion de (Ex' (r)) si 9 \ < r, 9/(2;'), 
sont monotones quand r diminue. 

Désignons par 9' (a;') et 9" (a;') les limites de ces angles pour r— »-0 et 
posons 

( 38 ) d (w) <0 = 2^- ( V (l) (9" (a/) — 9' (a;')) dl ; 

(0 

si v(0 est absolument continue, étant la moyenne d’une fonction v(a/), au 
lieu de ( 38 ) on peut prendre 


( 38 ') 


t» ((o)(o = .2^ [ V (T) (9" (a,-') — 9' (x')) dl. 

‘\h 


On démontre comme ci-dessus, que la fonction 9" (a;') — 9'(a'') est 
intégrable; la formule ( 38 ') a donc un sens pour chaque domaine (w). Mais si 
la fonction moyenne v ( 7 ), qui est continue, n’est pas absolument continue 
et si la. différence 9" (./') - 9' (a;') n’est intégrable que dans le sens de 
M. Lebesguo, quelques domaines spéciaux doivent être exclus; l’ensemble des 
points de discontinuité de la fonction 9" (a:') — 9^(^0 d*; leurs points 

limites doit avoir une mesure nulle dans le sens de Riemann et ne contenir 
pas les points, formant l’ensemble des points, dans lesquels la partie singu- 
lière fie v(^) est diff'érente de zéro. 

Remarq^ne. La resti-iction faite ci-dessus, suivant laquelle (L) doit être 
rectifiable, jfaraît être d'une nature secondaire, car c’est seulement la for- 
mation de la fonction moyenne v(/) qui est impossible; on peut substituer 
à ( 38 ) une intégrale de Stieltjes dans le sens ordinaire. 

Observons que 




si la frontière de (Ü^) ne contient pas la courbe (L). 
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Si à la place de tr(cü) nous prenons la fonction 

6 (w) d (w) M-g (w), (w) = M’j (w) d (w) 

nous obtenons une fonction qui est définie dans le corps (Â) et qui possède 
dans ce corps les mêmes valeurs que w (w), mais qui est éventuellement définie 
aussi pour certains domaines, dont les frontières contiennent la courbe (7.). 
On s’assure, en effet, que pour la fonction 

Wj (üj) d (w) 

la courbe (Zi) n’est pas singulière; si (w) est le domaine contenant la portion (/) 
de (X), ou a 

lim {w^ (w) U) — ô (cü) w) == 0, 

12 . Si la fonction (w) ne possède ni points ni courbes singuliers, il 
suffit de la remplacer par la fonction 

(39) 

pour obtenir une fonction, qui a les mêmes valeurs dans le corps (J) et (lui 
est définie pour cliaque domaine. 

Les fonctions et ont les mêmes valeurs dans le corps (J). 
Comme les valeurs de la fonction tv^ (w) sont positives et (w) w ne 
surpasse pas le nombre w{D)D, il reste à démontrer qu’elle est adrtitive. 

Supposons que le domaine (cj) est partagé en deux domaines (wJ et 
(wj). Envisageons un domaine ((^.contenu dans (w) et deux domaines ((^) 
et (ü^), contenus respectivement dans (cu^i et (wg) et obtenus en retranchant 
de un domaine (9), contenant dans son intérieur les points de la frontière 
commune des domaines (wJ et (wg). 

Nous pouvons supposer que les domaines (t^, (wJ, (0), ainsi que 
les domaines (ôü), (wj), (wgi, (d), introduits plus loin, appartiennent tous au 
corps (A). 

Parmi les domaines (^, tendant vers (w), il y a une infinité non 
dénombrable, appartenant au corps. En partageant les domaines de cette 
infinité en domaines (wj) (wg) et (9), on peut obtenir une infinité non 
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dénombrable des domaines (w,) appartenant au corps; si (wj) et (w.) 
appartiennent au corps, (0) lui appartient aussi. 

Nous avons 


et 


~ 1^1 “'a (lî^a) ^3 (*^) ® 

(u) ) O) — (w,) Wj H- ^ (o >2 < -+- lim 10^ (0) 0. 


Soit maintenant (w) un domaine contenant (w). En prolongeant les 
frontières de (0), qui ne font pas partie de la frontière de ((^, nous obtenons 
deux domaines et (wj), contenant respectivement (w^) et (w,); les 
domaines (wj) et (w^) ont une portion commune, qui est composée de (6) et 
d’un domaine (b), qui contient dans son intérieur la ligne (L) d’intersection 
de la frontière de (w) avec la frontière commune des domaines (to^) et (w^). 
Nous avons 


et 

car 


(cü) (ü MJj, (lü\) Wj H- it’g (w,,) CÜJ (0)0 (b) b 

(w) ÙJ = (Wj) Wj H- (Wg) Wg — lim (0) 0, 


limiOg(b)b O, 


la fonction ■w^{iv) ne possédant pas des lignes singulières. 

11 suit de tout cela que 

W3(w)tü =- Wg(a)^)w^ -+- te,(Wg) cüg, 

ce qu’il fallait démontrer. 

Si les surfaces de discontinuité de la fonction sont formées par 

la réunion des partions des surfaces rte Liapounoff, on peut l’égaler à une 
somme de deux fonctions, dont l’une est continue. 

Soit (S) la frontière d’un domaine (Ü) et (t) une portion de (S). 

Construisons un domaine (w) appartenaut au corps et tel que les points 
sur la frontière de (a) soient sur la frontière de (w), tous les points intérieurs 
de (ff) étant les points intérieurs de (w). 

Comme la frontière de (a) n’est pas une ligne singulière de w,(to)), on 
démontre, eu répétant presque textuellement les raisonnements du § 11, 
que îo,({o)<«) a une limite, quand (w)— »-0 et que cette limite ne dépend 
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pas de la loi de la variation de (w). En désignant cette limite par 

X((7)(r 

nous obtenons une fonction moyenne des portions de surfeoe appartenant 
à (S), dont les valeurs sont positives et qui est additive et, à cause de 
cela, à variation bornée; on peut même démontrer, qu’elle est continue. 

Introduisons maintenant une fonction des domaines / (w) d’après les 
règles suivantes: 

1) si le domaine (tn) n’a pas les points communs avec (S), dont 
l’ensemble forme un domaine (ct) de (S), x(w) = 0. 

2) Si les points de (co) ne sont pas les points intérieurs de (Ü), quoi- 
que les points communs à (w) et à (S) forment un domaine sur(6f), ■/ ((») = 0. 

3) Si tous les points de (w) appartiennent à (Ü) et si les points communs 
à (w) et à (S) forment un domaine (a) de (S): 

/ (<!>) O) =:X(t)'T 

4) la fonction -,^(0)) est additive. 

Posons, enfin, 

“'4 H = “'•■.(“)• 

La fonction «e^(cü) est continue dans le voisinage de (S). Pin effet 

s;,(a)ü— co,(t2)Q = (^3(0)0 — i£ 3 (û)ü)— ( x(ü)ü— /_(a)ü) = o, 

car 

X (Ü) Ü — X (û) Q = 1(8)8 — O =- tv^ (Ü) n - - w, (il) 11. 
Remarquons qu’on a 



13 . Etant donnée une fonction moyenne m(w) additive et à variation 
bornée, ayant toutes ses valeurs positives, on peut former une fonction »3(w) 
en la débarassant de quelques surfaces, lignes et points singuliers. 
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Si est un point singulier, envisageons une sphère [p] au rayon 
P ayant ce point pour centre. Soit (to) uu domaine quelconque et (wp) 
l’ensemble des points, appartenant à (w) et [p]. Posons 

(w) (ü = lim H (tü - — a)p)((o — ^wp), p— *-0 

la limite existant toujours, car la variable à la droite est croissante, et 
introduisons la fonction moyenne 


Oj ((O j = U (ta) — M, (w). 

Pour la fonction m, (w) le point n’est pas singulier; si l’on pose 


on a, si —* 0, 


"([p])[?] -/•(?), 


«1 (W) = w ((»•] — Kl) ([^-j — lim U ([r]) [/•] 

= fir) 


d’où il suit que 


limWj(|rJ) = 0, si r—*-0. 


limM([rj])[rJ = 


On démontre sans peine que la fonction Mj((o) est additive. Posons 
encore 

= lim 0 ([p]) [p] lim u ( [p]) [p], p -> O, 

étant la masse du point singulier (a;<**)pour les fonctions w(co) et 0(ci)). 

S’étant ainsi débarassé du point singulier (3p'>), entourons la portion (l) 
d’une ligne singulière (L) par un domaine (p^), ayant les extrémités de (l) 
sur sa frontière et pour lequel les autres points de (l) sont les points 
intérieurs, en supposant que (p„) tend vers zéro en décroissant [»our n— *• 00 . 

Supposons encore, qu’il n’y a pas des points singuliers de (w) situés 
sur (L). En désignant par (cipj l’ensemble des points communs à (ta) 
et à (pj, posons 

dj (ta) ta = lim M, (wp„) (wp„), n-*oo 


etdj(ü)) = 0, si (w) et (pj n’ont pas des points communs formants un 
domaine. 
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On s’assure aisément, en répétant les considérations déjà employées 
ci-dessus, que la valeur de 3 ((ü)(ü ne dépend pas, sous la supposition faite à 
propos de (I<),du choix des domaines (p J. Nous désignerons encore par Vj(l) l 
la fonction 3^ (w), si (w) a des points communs avec (^), en la traitant comme 
une fonction moyenne des portions de la ligne (L). La fonction (w) ainsi 
définie est additive, car on a évidemment 

si (cü) est divisé en portions (Wj) et (wg). 

La fonction 

“iH — ^l(“) 

n’a plus la ligne {L) pour une ligne singulière, car pour la ligne (L), 

«2 (P„) ?„ = «1 (Pn) P« — (P«) Pn =" «1 (P«) P« -- "l (P J P„ > 

d’où suit que la limite de Ws(pjp„ est égale à zéro. 

En supposant que sur la surface singulière (S) il n’y a pas des lignes 
singulières de m„(co), on peut d’une manière analogue former la fonction 
ayant posé 

/i (üj) w = lim (wpj (wpj, 

où (pj est un domaine, ayant les points de la frontière d’une portion (a) 
sur (S) sur sa frontière, tous les autres points de (a) dans son intérieur et se 
tendant vers zéro en décroissant; j^(cü)tü = 0, si (w) et (pJ n’ont pas des 
points communs intérieurs. 

Les valeurs de /^(w)ne dépendent pas du choix des (pJ sous la suppo- 
sition faite à propos de (S); la fonction /^(u) est additive et la fonction 

— u^(u}) — y i(u)) 

n’a pas la surface (S) pour la surface singulière. 

Nous avons définitivement 

«3 (cü) = u(w) — ôj (cü) — (w) — / j (w). 



396 


N. GUNTHER. SUR LES INTÉGRALES DE 8TIELTJES 


On s’assure aisément que 

= liniM2(tü)w, 

le domaine (w) n’ayant pas des points communs avec (S ). 

Si le domaine (w) a des points communs avec (a), nous écrirons 
encore \ à la place de en la traitant comme une fonction des 

portions (a-) de (S). 

Supposons que le potentiel newtonien 

(1) v{x)= i U 

J 10 

iÜy) 

étant donné, nous avons trouvé suivant les règles des §§ (6) et (7) 
les valeurs de Av(cij) dans un corps (A) et, ensuite, construit d’après les 
règles des paragraphes suivants une fonction moyenne additive et à variation 
bornée Aî;((ü) dans un corps Le potentiel 



ne diffère pas du potentiel (1) si le domaine (Ü^) appartient au corps (yl) 
suivant la remarque dans le § 9, car — 4i: «(w) et A^^(w) sont égales pour 
chaque domaine (to). 

Mais, si (ii^) n’appartient pas à (A), les fonctions w (ît) et peuvent 
être différentes, car en formant v^(a:) nous avons eu recours à des constru- 
ctions inventées arbitrairement ; en tout cas, si (ü^^) appartient à leur 
différence étant une fonction de la forme 



’ 10 

(/.,) 



est une fonction harmonique dans l’intérieur et dans l’extérieur de(i2yj; on a, 
en effet, 

(‘*^) ^ (“) 

M ( Wj — Oj (w) -+- dj (to) (oj) -f- «3 ( (o) 


et pour les domaines dti corps (-4) les valeurs de et Mj(w) sont égales. 
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14 . Posons maintenant la question inverse: étant donné une fon- 
ction v{x\ sous quelles conditions cette fonction est égale à un potentiel 
newtonien ? 

Il suit des considérations des §§ 2, 3, 6, 7 que les conditions suivantes 
doivent être remplies nécessairement. 

a) La fonction v{x) doit être sommable dans tout espace et même, (a'), 
avoir un carré sommable. 

b) La fonction v (x) doit être sommable sur chaque portion d’une surface (a) 
ayant dans chaque point un plan tangent déterminé. 

(1)') Si (ü) est une portionde la surface de la classe (O): 

jjv(a;jrfa — <G'|S|, si (8) < 8^ 

(®) (<i) 

(a^j) étant un point sur la normale au point (x) sur (a) à la distance (8) de 
(x) et les nombres G, 8o dépendant exclusivement de (c-). 

c) Dans le corps des domaines (co), qui ont les frontières composées par 
un nombre fini des portions de surface, ayant en chaque point un plan 
tangent déterminé, la valeur moyenne de v(x) dôit posséder les dérivées en 
chaque direction; ces dérivées sont les fonctions moyennes absolument 
continues dans le corps mentionné. 

d) Dans un corps des domaines (w), limités par les surfaces de la classe (C), 
la fonction v(x) possède les tlux <t(v) à travers les frontières (t) des 
domaines (w); si l’on pose 

a- (v) (7 = Av (eu) eu, 

la fonction moyenne A«;(eu)(u est à variation bornée dans le corps. 

d') Dans un corps des domaines, limités par les surfaces de Liapounoff 
ou par les surfaces, formées d’un nombre fini des portions des surfaces de la 
classe (O), la fonction v (eu) possède les dérivées secondes (eu) ... et le 
laplacien, qui est à variation bornée dans le corps; les variables, qui donnent 
en limite les dérivées (eu) ... , restent bornées pour les domaines, limités 
par les surfaces mentionnées, indépendamment, si (eu) appartiennent au 
corps ou non. 

Comme nous nous occupons seulement des potentiels, étendus sur les 
domaines, n’ayant pas les points à l’infini, nous devons aux conditions 
(a), (b), (c), (d) ajouter encore la suivante. 



398 


N. GUNTHEK. SUE LES INTÉGEALES DE STIELTJES 


e) Les flux à travers des frontières des domaines (w), respectivement les 
laplaciens, restent égaux, si les domaines (w) contiennent une sphère (R) d’un 
rayon assez grand. 

En généralisant le problème, on peut cependant supposer que la 
fonction v (x) n’est définie que dans un domaine (D) et chercher, sous quelle 
condition elle se comporte dans ce domaine comme un potentiel newtonien. 
Dans ce cas nous supposerons que 

e’) le domaine (D) appartient au corps des domaines définis dans les 
conditions (d), (d'). 

Nous démontrerons deux propositions: A) Si la fonction v{x) vérifie 
les conditions (b), (d), (e), elle diffère d’un potentiel newtonien, si l’on 
néglige un terme additionnel égal à zéro presque partout, par une fonction 
harmonique ; dans ce cas les conditions (a), (c) et (d') sont satisfaites. B) Si la 
fonction v{x) vérifie les conditions (a), (c), (d'), (e), elle diffère d’un potentiel 
newtonien, si l’on néglige un terme additionnel, égal à zéro presque portout, 
par une fonction harmonique; dans ce cas les conditions (b) et (d) sont 
satisfaites. 

Remarque. En parlant de l’espace tout entier, nous nommons la fonction 
harmonique, si elle est harmonique dans le sens ordinaire du mot dans 
chaque domaine ne contenant pas le point à l’infini ; telles sont, par exemple, 
les fonctions 

fix) = O, fix) = X,, f{:x) = _ 2ïi» 5 — 5 etc. 

La présence d’un terme additionnel, qui est égal à zéro presque par- 
tout est à prévoir, car nous parvenons à Av (w) en utilisant seulement les 
valeurs moyennes de v{x)\ or, en additionnant à v{x) un pareil terme, on ne 
change pas sa valeur moyenne; dans le cas du problème (A), la mesure de 
ce terme sur chaque portion de surface de ta condition (b) doit être nulle. 

De même il est aussi à prévoir, que la différence entre v{x) et le 
potentiel peut être égale à une fonction harmonique: le laplacien et le flux 
d’une telle fonction étant égaux à zéro, elle n’a aucune importance lors la 
formation de < j { v ) ou de Av((ü). 

Occupons-nous de la proposition (A). Si la condition (b) est satisfaite 
on peut étudier les flux à travers les surfaces de la classe (G); si l’on s’assure, 
que la condition (d) est satisfaite, on peut déterminer le flux < 7 (v) à travers 
les frontières des domaines d’un corps (A) et, ayant formé Av(a)) = tv(w), 



SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN 399 

«omme io{(a) est définie dans un corps (A), former en désignant par (R^) 
un domaine contenant (Op, le potentiel 



Il reste à démontrer la proposition énoncée à propos de la différence 
entre v(z) et le potentiel (34'). 

Nous la démontrerons sans peine en utilisant la méthode des fonctions 
de Steklotf et en choisissant pour pareilles fonctions les fonctions utilisées 
par M. F. Riesz dans son mémoire maintes fois cité. Désignons par A (a) la 
différence entre v(z) et le potentiel (34'). Suivant la supposition, dans le 
corps (A) la fonction h(x) possède un flux, qui est égal à zéro. 

Prenons un point quelconque (æ) et construisons une sphère (<t) du 
rayon r, ayant ce point pour centre. Il peut exister au plus une infinité 
dénombrable des valeur do r, pour lesquelles le flux à travers (o-j n’existe 
pas, c’est-à-dire, pour lesquelles la variable 

(40) I (F(a,à, 8)-F(^,à, 0)) 


n’a pas une limite déterminée pour 8— ♦O; si cette limite existe, elle est 
égale à zéro. 

Si l’on désigne par (l, y;, i() les coordonnées du point (x) et si l’on 
poser-i-8 = p, on trouve, en utilisant les coordonnées polaires pour la 
fonction 


l’expression 

(41) 


i^(a, T, 8) = J/i(a;,) 

(■T) 


d(j 


271 7C 

F{'7, à, 8) = r* J' J' A (p, 0, ç) sin 6 dy dO, 

0 O 


où 


A (p, 6, ç) = A (5 -H P cos 0 cos f , ï) P cos 0 sin ç, ^ -i- p sin ô). 
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Le flux étant borné, la fonction (41) est une fonction continue de p 
suivant la remarque dans le § 7; la fonction 


(42) 

l’est aussi. 


27t TT 


ij j h(py 0 , ©) 

o' 0 


sin 6 dif M 


En calculant la dérivée de la fonction (41), on trouve sans peine que 
cette dérivée est égale ù 


271 7t 


271 t: 


' lim I J J h.{r 0. ç) sin 0 do d^ — | J' h (?% 6, ^) sin 6 dç do| ; 

0 0 o" 0 


d’où l’on conclut que la fonction (42) possède presque partout une dérivée, 
qui est égale à zéro. 

Dans chaque intervalle, dans l’intérieur duquel la fonction (42) a une 
dérivée, elle est constante; comme elle est continue dans le voisinage de 
chaque r, elle est égale à une constante 47: G. 

En multipliant (42) par p* et en intégrant de zéro à r, on trouve, 
si (lü) est la sphère du rayon r avec le centre en (x): 


(43) 


J h (x) dcü = * G = 6’w. 

(<ü) 


Suivant le théorème du § 8 (1) la limite du 
(44) -J J h(x)d(xi 

(w) 

pour r— >0 est presque partout égale à h{x); donc l’égalité 


(45) 


I A (a;) dio = h (a^) 
(«d 


subsiste presque partout. 
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Remarque. Ou démontre sans peine que l’égalité (45) a lieu dans 
tous les points, où h{x) est continue, c’est-à-dire, entre autre, dans tous les 
points, où chacune des fonctions 

v{x) 

( 

est continue. 

En posant 

^ J /< {x) düi — h* (a:), 

(u) 



on peut remplacer sous le signe de l’intégrale h(x) par h*{x), la différence 
entre h* (x) et h (x) étant égale à zéro presque partout, et écrire, qu’on a 
partout 

(45') ^jh*ix)dia = h*{x). 

(m) 

Comme une des fonctions de Stekloff, l’intégrale dans la dernière égalité 
est une fonction continue de (a;); la fonction h*(x) est donc continue. 

En utilisant le procédé d’itération, nous obtenons 


1 (a;) dw' ) du) = J h* (x) dcü --- h* (x) ; 

(tu) (ü)') (ù)) 

il suit de là que A* (x) comme une seconde fonction de Stekloff' possède les 
dérivées par rapport à H, n, C En répétant le procédé d’itération on con- 
clut que h*{x) possède les secondes dérivées qui sont continues. 

La valeur de (45) étant indépendant de r, on trouve en dérivant 



hUx)^^j h* ij)d^. 

(ff) 


d’où suit, que 
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La formation de flux nous conduit maintenant à l’égalité 


( 5 ) ( 0 >) 


qui montre que h* (æ) est une fonction harmonique. 

La fonction h{x) diffère, donc, d’une fonction harmonique A* (æj par 
un terme additionnel, qui est égal à zéro presque partout, ce qu’il fallait 
démontrer. 

Passons maintenant à la proposition (15). Ayant posé Av {o)) = w (üi) et 
formé le potentiel (34'), désignons parh(x) la différence entre t;(a;) et ce 
potentiel. Posons 

(44') ^ (w) = ^ fk (x) dcü = A* (X, r), 

(ü)) 


(to) étant comme ci-dessus la sphère du rayon r avec le centre au point (x), 
ayant les coordonnées égales à tq, C La fonction A* (x, r) est continue 

comme fonction de (x) et de (r). On s’assure sans peine, que A^' (w) = -jy > 


car le déplacement de (w) dans la direction I à la distance S est équivalent 
à la substitution du point a;,(5-»-o, q, Q à la place du point a (5, >], ^). 
Suivant la condition {c),h^(ta) est une fonction continue de r. 

On trouve de même, que les dérivées : 

fois excepté quelque valeur de r 


i . . . existent, mais cette 


dont l’ensemble est dénombrable. Pour les valeurs de r n’appartenant pas 
à cet ensemble, le laplacien AA(cü) = Ah*(x,r) existe et est égal à zéro. 

Or les valeurs de r de l’ensemble mentionné dépendent du choix du 
point (a:); à cause de cela on ne peut pas affirmer, que pour une valeur 
fixe de r la fonction A* {x, r) est harmonique dans un domaine des points (x). 
Pour éviter cet inconvénient, introduisons la fonction de Stekloft" 

r-f-a 

H{x,r) = ljh*ix,p)d? 

r 
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en choisissant a de manière que la différence 

\H{x, r) — h*{:x, r)\ 

soit moindre qu’un nombre i donné d’avance. 

La variable tendant vers la seconde dérivée étant bornée, ou 
trouve que 

r+a r-4-a 

d H{x^ r) 1 r dh* {x, o) , II {x^ r) 1 f ô ' , 

~dr” = âJ 

r r 

chaque intégrale 

rg-Vf 

étant moindre que t/ pour un choix convenable de y)^. 

Les dérivées secondes de JI(x, r) sont continues corn me fonctions de r. 
11 suit de tout cela que pour chaque r et chaque point (x): 


Ml{x, >•) = ^ J ?) dp = 0 


et que la fonction H(x, r) est une fonction harmonique de (x) pour chaque r. 

Soit (cüj) une sphère du rayon ayant le centre au point (x^ et 
soit (a J la frontière de (w^). La fonction H{x, r) étant harmonique, on a 

H{x, r) =— {h{x, r)dx . 

J 

(oi) 

Il suit de là que 

r)ih^ = 

(’i) 

LJ (h*ix,r)-Hix,r))d^<2t 

(®i) 


h*(x, r) — H(x, r) — 
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d’où l’on conclut, e étant arbitraire, que pour chaque r: 

(4 6) h* {x, r) = j^jh* (x, r) da^ . 

(»i) 

En multipliant (46) par a^ = ATzr* et en intégrant par rapport à Tj, 
on trouve 


r(a:,r) = ^| 

h* (x^ r)d(o^. 

^ V 

(“l) 

11 suit de là que 

h* (x, r) — — Çh* (x, r) = 

^1 •/ 


(“i) 

(<»i) w 

= iJ( 

r^)di>i = h*{x, r,). 

{(o) (Wi) 

(“) 

On a donc 

h*{x, r)- 

h*{x,r^y, 


la fonction h* {x, r) ne dépend pas de r; on peut écrire 

h*(x, r) = h*{x). 

L’égalité (46) prend la forme 
(46') h’(x) = ^Jh-(x)<k^ 

k) 

et on conclut, comme ci-dessus, que la fonction h* (x) est harmonique. Or, 
la limite de h {(a) pour r— »-0 est presque partout égale à h(x). 

La fonction h (x) diflère donc de la fonction harmonique h* (x) par un 
terme, qui est égal à zéro presque partout, ce qu’il fallait démontrer. 

15 . Si la densité u(c>>) du potentiel 

v(x)= rM(T)^ 

J 10 


( 1 ) 
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a toutes ses valeurs positives, outre les propriétés (a), (b), (c), (d) et (d^, la 
fonction v (x) possède les suivantes. 

(I). La fonction v(x) peut être traitée comme la limite d’une suite 
croissante des fonctions continues; c’est une conséquence immédiate des 
considérations du § 2. 

Puis, on démontre aisément que (II) la fonction v (a) est superhar- 
monique. 

Soit donnée, en effet, une surface de Liapounoff (S), qui délimite un 
domaine (w). En désignant par r(l, 0) la fonction harmonique, qui est égale 

à sur (S), {y) étant un point sur (S) et {x) un point quelconque, non 

''lO 

situé sur (6), formons la fonction de Green 


(46) 


G(l, 0) 


■ r(i,0). 


D’après le théorème du § 15 (7), la fonction 
(47) = 

(Si) 

où nous désignons par (2) le point d’intégration, est harmonique dans 
l’intérieur du domaine, limité par (5), et la valeur moyenne de h {x) sur une 
certaine portion (a') de surface dans l’intérieur de (5) a pour limite v((i), 
quand (o-') tend vers une portion (a) de {S). 

En supposant que le point {x) est dans l’intérieur de (w), donnons 
à (47) la forme 
(47') = 

(Si) 

En substituant à la place de v{(i^ sa valeur tirée de (1), nous obtenons, 
en appliquant le théorème du § 9 (2), 


(Si) 


1 Ç ^ Jm (t) »i (a„ y) d'Z^ ■■ 

* (Ûy) 


(û^) (Si) 
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Quand le point (x) est dans l’intérieur de (w), la fonction 


(48) 


4?: 




(Ss) 


1 

4- J r„ dn. * 
(52) 


est une fonction continue du point (y), le second facteur sous le signe de 
l’intégrale dans (48) restant fini. 

Or, la fonction (48) est une fonction harmonique dans (w), pour laquelle 
la moyenne sur une portion de la surface (o-') dans l’intérieur de (w) a pour 
limite m(a-j, y) quand (o-') tend vers (a^). 

Si le point (y) est dans l’intérieur de (tu), cette condition est remplie 
par la fonction r(l»0)? si le point (y) est dans l’extérieur de (w), cette 

condition est remplie par la fonction — ; dans tous les cas la solution est 

^10 

unique, la fonction — restant continue et bornée sur (S^). 

^10 

11 suit de là que, à cause de continuité de (48), cette fonction est 

égale à r(l, 0) dans l’intérieur de (oj) et à — dans son extérieur et sur sa* 

^10 

frontière et que 

(49) h{x)= (u{z) — d'z-*- I 

J ^10 J 

(Ûy-W) (ü>) 

La dernière formule conduit à l’égalité 


(50) — /<(a;) = Jh(t)(^^ — r(l, 0)^d':= |m(t) 6'(1, 0)dT, 

(<ü) (ü>) 

ce qui montre qu'on a dans (w) 


w (a:) > A (x), 

les valeurs de G(l, 0) étant positives. 

Pour la brièveté nous donnerons à la fonction h(x) le nom de la 
minorante de v(x) pour le domaine (œ). 

Les conditions (b), (d), (I) et (II), qui sont nécessaires pour que la 
fonction V (a:) dift'ère d’un potentiel newtonien par une fonction harmonique, 
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ne sont pas indépendantes. Dans son mémoire, cité plus haut, M. F. Riesz 
a montré que si l’on ajoute aux conditions (I) et (H) la condition: 

(in). L’ensemble des points, où la fonction v{x) est finie, est partout 
dense dans le domaine envisagé,* qui est certainement satisfaite, si la 
condition (a) subsiste, — on obtient les conditions, qui suffisent, sous une 
seule restriction additionnelle, d’où suit que les conditions (b), (d), en cas 
d’une fonction positive, ne sont que leurs conséquences. 

16 . D est aisé de s’en assurer. Supposons, que les conditions (I), (II) 
et (m) sont remplies. 

H faut, cependant, préciser la condition (II). Comme la condition (b) 
n’entre pas dans nos données, il est encore impossible de parler d’une 
minorante de la fonction v(x). Nous supposerons seulement, comme le fait 
M. F. Riesz, que (II') si sur la frontière du domaine (co) on a v{x)'^h{x), 
h{x) étant harmonique, cette inégalité subsiste dans l’intérieur du domaine. 

De plus, nous nous bornerons, en appliquant la condition (II'), avec la 
considération des domaines, limités par les surfaces de Liappounotf; cela 
nous suffira pour achever la démonstration. 

En supposant, que la fonction v(a) est définie seulement dans 
l’intérieur d’un domaine (D), nous traiterons ainsi un problème plus général, 
que celui du § 14. 

Aux conditions (I), (IF) et (III) il faut ajouter encore la suivante : ayant 
démontré, que la condition (d) est satisfaite pour un corps (A) de domaines, 
appartenant au domaine (D) (éventuellement à tout l’espace) nous 
supposerons, que le domaine (D) est propre à la fonction A<;(w); autrement, 
nous substituerons au domaine (D) un domaine (DJ qui y est conqii is. 

Supposons, que la fonction v{x) est la limite de la suite 

• • • 


des fonctions croissantes et continues. 

Soit (w) un domaine, limité par une surface (S) de LiapounoflF. 

En cherchant dans l’intérieur de (w) la fonction harmonique qui 
prend sur (S) les valeurs égales à v^(x), nous obtenons 


( 51 ) 


h^{x) = 


(Si) 


àG(2, 0) ^ 


* Acta mathematica, t. 48, p. 838. 
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Les fonctions v^(x) allant en croissant et la dérivée normale de la 
fonction de Green étant sur négative, les fonctions \{x) vont en 
croissant, d’où suit, que leurs suite a une limite h {x). La supposition que 
cette limite est partout infinie est en contradiction avec la supposition (III): 
comme on a 

sur la frontière de (co), on aura dans l’intérieur de (w) 

et v{x)'^h{x). Or, la fonction (51) étant croissante avecn et sa limite étant 
finie, on a pour cette limite l’expression 


ce qui montre que la fonction est sommable sur (5,). Comme 

la fonction des points sur (Sj), étant négative, ne s’annule pas, on eu 

conclut que la fonction v[x^ est elle-même sommable sur (S„), c’est-à-dire 
que la condition (b) subsiste. 

Entre autres nous avons démontré que la fonction A(x), définie plus 
haut comme la linnte des est la minorante de v{x) pour le domaine (w). 

Soit maintenant (.r) un point ai)partenant au (D), dans lequel r{x) est 
finie, et soient (S^) les sphères des rayons p ayant les centres au point (;r). 
Soit h{x) la minorante pour le domaine limité par la sphère (Spj). Si p^ < p^, 
les valeurs de ?’(.;) sur (Sp^ sont plus grandes que celles de h{x), d’où suit 
que sur (6'pj): h{x) < v{x). 

En introduisant les coordonnées polaires avec le pôle au point (a;) et 
en remarquant, que 

2 :: TT 

(^1 O O 

nous obtenons 



1 r , .dG(2. 0), 
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La dernière intégrale dans (52) est égale à h {x), la fonction h étant 
continue sur (^p^; en se rappelant le théorème du § 15 (7) et en l’appliquant 
pour évaluer h{x) au cas d’une sphère, ce qui revient à l’application de la 
formule de Poisson, on trouve, que l’intégrale 

est de même égale à h{x). Il suit de là que 

(«Pl) («Ps) 

On conclut de là que la fonction de pj: 

2ti 7Z 

J ^ (x) da, i' (a-) sin 9 dO d^ 

?5pj) O 0 

est croissante quand p décroît et comme elle est égale à h(x) correspon- 
dante, qui est plus petite que v{x), elle reste finie. 

Il suit de là que cette fonction est intégrable par rapport à p^. 

En la multipliant par p^* et en l’intégrant de zéro à p, nous obtenons 
la valeur de 

(w) 

d’où suit que la fonction vix) est intégrable dans le voisinage du point (x). 
Or, l’ensemble des points (x) dans lesquels la fonction v (x) est finie étant 
suivant (III) partout dense, on voit que la fonction v{x) est intégrable dans 
le voisinage de chaque point. 

Remarquons, encore, que de l’inégalité 


27r TT 

^ v{x) sin 6 d6 < 47: v{x\ 

O O 
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OD conclut 

^ J"?; (æ) É?ü) < v (æ). 

H 

17 . Passons maintenant à la condition (d). Nous commencerons par 
une remarque. Soit donné un domaine (w) limité par une surface (S) de la 
classe (C). Désignons par (S^) le lieu géométrique des points 
(28) = 5-4-8 cos (2^), ïi, = y)-4-8cos(Nyi), Cx = C 8 cos 

où N est la normale extérieure au point x (5, v), 0 sui* (S). 

Si la fonction h(x) possède les dérivées dans les points intérieurs (ou 
extérieurs) de (w), la fonction 

0 

(53) F,iS, h, 8)= 

(Si) O (Sx) 

dans laquelle, suivant la convention du § 5, T(8) est égale à 1-t-^K-t- 
-+- 8* G, K et G étant les courbures moyenne et totale de (S ), — a une dérivée 
par rapport à 8 pour toutes les valeurs de 8, si elles sont assez petites, 
excepté peut-être la valeur 8=0, et cette dérivée est égale à 


J 



1 ’ 


la dérivée ^ étant calculée aux points de la surface (S^). 

Supposons maintenant que le domaine (w) est limité par une ou par 
plusieurs surfaces fermées de la classe (G). Désignons par A(a:) la mino- 
rante de v{x) dans le domaine (w). 

En supposant, que 8 est négative, ainsi que les points (28) sont dans 
l’intérieur de (S), on a 

v((T) = A(ff), w(crj)> /t((T^) 

et 

(54) j(F(S, U, 8)-F(5, v, 0)) = |(j'î;(a:^rfcr— Jv(a:)da) < 

( 5 ) ( 5 ) 

< Ja ( a;J da — J h (x) daj ■ 

(S) (S) 
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Or, on a 

(a:,) d<T — J/e (^) j {F^ {S, h, 8) — F, (S, h, 0)) — 

(S) (S) 

B 

—J h (x^ {K-*- IG) e/d -H y J( pe (x^) (K -h 28(9) e/a) dt. 

(.S) 0 (S) 

On s’assure sans peine que le terme additive 

s 

J/e (x^){K -4- 8(9) ^ f ( J h (K - 1 - 286’) e/8 

(S) (1 (S) 

est en valeur absolue moindre qu’un nombre e donné d’avance, si |8| est 
assez petite. En eftet, il est égale à 

r h {x^) {K-t-^G)d<j—\ h (x^) (K -t- 2 8 ' 6) da, 

(4 (S) 

où 0 < 8' < 8 et (a’j') est un point sur la surface {S\), qui répond à la valeur 
de 8 égale à 8'. 

Pour prouver notre assertion, il suffit donc de démontrer que la 
variable 

j)i(x^)Kda 

(S) 

a une limite et que l’intégrale 

J h (æ J G de; 

est bornée en valeur absolue. 

La démonstration de ces derniers points semble être intimement liée 
à la définition de la minorante. 

Nous commençons par la démonstration de l’égalité 
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Cette égalité est une simple conséquence de l’égalité 


lira ]'»(<,,) ( = 

{S^) {(Tl) 

= f 2-» (j) CT 


dans laquelle {x^ est le point d’intégration situé sur (S) et la fonction 
d((T) est continue. On l’établit aisément en reproduisant les raisonnements 
du 13 (5), On peut donner à la différence entre la limite et la variable la 
forme d’une somme 


j» (s) { J da - J da, -h 

Sî) (ï) (Tl) 

■ J® I J cos (r^i iVa) — cos (rgjiVj) | 


{Sa) (<r) 


Le premier terme de la somme est égal en limite à 


— 27:0 (a) <T. 


Passons donc au second terme. Nous démontrerons que, uniformément 
sur (5j): 

lim f cos Osi ^a) — cos (rai N^) ^ Ç cos (r^ N^) — cos (ra,, N^) 

(<ri) . (<r) 


On peut donner à la différence entre la limite et la variable la forme 


(66) J]: 

(ff) 


(OS ( iV,) — cosfrapiVo) cos (r,! iV^) — cos jr^Ni) 


'*0 


(l-HjB:8-+-05*)|dcr. 
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Or, la différence 

(56) n ( c<*s N^) cos(>‘2j-yg) cos(rgj 2 ^ 1 ) ^ ^ G'£*)|dj 

(«) 

a zéro pour limite. 

Si la plus courte distance entre le point {x^ et les points de (a) est 
supérieure au nombre r), cela est évident, car est fini et lim = »“«,. 

Il reste à supposer que le point {x^ est sur (u) ou dans le voisinage de (<t). 

Or, si l’on désigne par ( 28 ) la portion découpée de (a) par une sphère 
au rayon 2 |8|, ayant pour centre le point {x^, on voit que la différence (56') 
est en valeur absolue plus petite que 


(57) 


r (^20 (^20 '^q) 

, J ^20^ 

(28) 

r co8(r,tiy,) — C08(rg,i7^) ^^ -t- ÆTS -h Gl*)da 

i) 

r | cos (y^Q CO s (rgo .é^g) cos(*‘gi ^j) cos(»'gj N^) ^ ^ G'8^)^(io 

JJ »- 30 * V i 


(28) 


(0-28) 


La normale dans le point (x^) sur («SJ étant parallèle à la normale 
dans le point correspondant (a-) sur (5), on a 

|cos(r,o-ZVJ — cos(r,,iYJ| <£’»•,„, lcos(r„ A'J — cos(r,,iS'J| < LV,„. 

La première intégrale dans (57) est donc plus petite que 


28 




— < 2 . 2it 
»•«) 


Jip = 47 : ( 28 ); 

6 


la seconde intégrale est plus petite que 

(1 SM) J, J r,, d<T < 4:E 

( 28 ) 

= 64mE(l-^^A-+-^*A). 


25 


2 



0 


A étant la borne supérieure des jJ^l et 1(S|. 
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Suivant le § 13 (5) on peut donner à la fonction sous le signe de 
la troisième intégrale la forme 


(58) |S| (œs(r^ ^ 

l ^21 ) ^21 

J C03 (r^i cos ^ ^ g 


Comme maintenant r„ > 7 . l’intégrale du premier terme dans (58) 

A 

est plus petite que 

d 

8£18! J^^J<8.8Æ;|8lJ^<«|8|log|8|. 


(( 1 - 28 ) 




J 

Le second terme dans (58) est plus petit que le nombre de la forme — ^ 

'‘*0 

et l’intégrale correspondante a la même borne; l’intégrale du troisième 
terme étant plus petite que 

ru-+-U)d(j 


8 


mP- 

(<j~2û) 


'20 


est aussi infiniment petite. 

La fonction h{x) comme la minorante de v{x) est égale à l’intégrale 




COS ( r ^ iVj ) 


20 -^^2^ 


d(7., 


(Si) 


'so 


où la fonction d ((t) satisfait à l’équation 


d (a) =. — i Jd (a,) / (a, 2) da. 


«(c) 


2s 


(Si) 

11 suit de cela que ^((t) est continue. 
Nous avons donc: 


lim J;* (x,) da, = Um Jd (<7,) ( I = 

(®i) (Si) (®i) ” 
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= J ^ d(r^ <fo-, H- 27td (g) (T = 

(S,) \o) 

= J' d ((Tj) 1{(T, 2) <J de H- 2lt d (o-) a = V (<t) ff = J'a (x) do 


ce qu’il était à démontrer. 

L’égalité (55) étant démontrée, nous concluons en premier lieu, que 
l’intégrale 

fh(x^)d'T^ 

(»]) 

est bornée. Les valeurs de h{x) étant positives sur (S), si |8| est moindre 
qu’un nombre Sj, les valeurs de h(xj sont positives. On en conclut que 
pour |S! <8,: 


I Çh{x^)Kd<j^ 

(<ii) 


< Çhix,)\K\d<7^<A (hix,)d<7„ 

(«i) (®i) 


\jh{x^Gd(7^ <C, A 
il) (9l) 

Les intégrales 

r h {x^ Kdu^ , r h {x^ Gda^ 

Gi) Gi) 


sont bornées. Si pour |8| < S,, on a 




\^^h{x;)Kda\<2 ^h{x;)\K\ d<7^ <2Aj h (*,) dT„ 

(«) (®i) Gi) 

ih (x^) Gda\<2A^h {x^ dx ^ . 

I<i) (»i) 


on a 
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Les intégrales 




(») W 

sont donc aussi bornées. On conclut de là que 


lim J à (ajJ de = lim (Xj) da^ — limS J h (Xj) Kda — üm 8* (a-^) Qch ■■ 

(«) (<fi) (®) 

= lim J ' h (Tj) d<7j^. 


W) 


(®) 

Nous avons finalement l’égalité 
(55') lim j h (x^) dx = {x) da. 


(<’) 


(5) 


Pour démontrer que 

(59) lim r h (arj Kda = Ç h (x) Kda, 

(^) {S) 

décomposons (S) en portions (a'**), , . . , (cr‘">) de manière que dans chacune 
d’entre elles l’oscillation de K soit moindre que t. En désignant par 


à(a), à(^>(<T) 

les moyeunes 

\jh(x)d,, ■ij/ic»-.)* 

(») (<!) 

remarquons qu’on peut écrire 

J h {x^) Kd<j = J (cr) Kd<T, J h (a:) À'da = Jà (a) Kd<T. 

(S) (S) (S) (S) 


En utilisant l’égalité (55') supposons que S est assez petite pour qu’on ait 


(59') I à (a"0 — (af'O ^ ’ i = 1 , 2 , . . . n. 
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Les valeurs de A (a) et (u) étant positives, nous pouvons écrire 

i=n 

^h(x)Kd<j= 2 (a:/) A ((!<•■)) a(<> 

(S) 

*=n 

( S ) <=1 

(æ,') et (a:/') étant certains points situés sur 

En se souvenant que l’oscillation de £" sur (<r,) est moindre que e et en 
utilisant l’égalité (59'), on conclut de là que 


I fA(x^)S:da— fA(x)£:da 

1^) (S) 


<tE(S)S-^-Ae±=tv(S)S-^-M 


ce qu’il fallait démontrer. 

L’inégalité (54) a donc pour les valeurs de (8) assez petites la forme 


^(^Jv(x,)da—Jv(x)dcr^ <j(F^(S, A, S)-F,(S, A, 0)) a.= 

(S) (S) 

r dh , I 


a étant un nombre détérminé. 

Or, la surface (Sj') étant dans l’intérieur de (w) et la fonction A (a;) 
y étant harmonique, on a 


d’où il suit que 


(Si'} 


dh , , 


0 , 


(60) lim J {F{S, V, 8) — F(S, v, 0)) < 0. 


Il suit de là en premier lieu que: 

1) si le flux existe, il est négatif. 

En remarquant que dans le voisinage de chaque frontière séparée on 
peut choisir 8 indépendamment du choix, qui est fait dans le voisinage des 
autres, on conclut en second lieu 
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2) soient (S') et (S) deux surfaces de la classe (C), dont la seconde est 
dans l’intérieur de la première; l’inégalité (60) donne 

(60') V, — v, 0)) <lim| (F(S, v, 8) — F(S, v, 0)), 

si l’on prend la direction de la normale dans les points de (S) vers {S'), ce 
qui nous conduit à supposer que 8 dans la partie droite est positive. L’iné- 
galité (60') montre, que si le flux existe, le flux par la surface extérieure 
est plus petit que celui pour la surface intérieme. 

Nous supposerons, que si {S') tend vers la frontière du domaine (D) 
(ou vers une des surfaces formant la frontière de (D), si la frontière de (D) 
est composée par plusieurs surfaces), 

ÏÏm j(F(5', V, S) — F(5", v, 0)), resp. Hm ^ (i^(5, v, 8) — F(5, v, 0)) 

dans le cas d'une frontière extérieure, respectivement dans le cas d’une 
frontière intérieure, restent finies; sans cela nous choisirons à la place du 
domaine {D) un autre domaine (Dj) contenu dans (D). 

On conclut de cette supposition que pour chaque surface (S) de la 
classe (C’) le rapport 

{S) (S) 

reste fini, d’où il suit que 

lim I t! (iTj) dd = i V (x) da, 8-^0. 

(5) (<S) 

18 . Supposons que (5) est une surface de la classe (6^, (S^ le lieu 
géométrique des points (28), (S^) une sinface contenant (8\) dans son inté- 
rieur, ou, respectivement, contenue dans (Sj). Soit (a) la minorante de v(x) 
dans le domaine limité par les surfaces (S) et (S^). 

Suivant les remarques du § 17 

si [S; < 8, : — £ < j (ar^) rfcr — J (a;) d7 < e, 

{S) (S) 

J ^>0 — J K ‘ 

(8) (S) 


( 61 ) 
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Supposons que 

— e < I — jv(x)d(7<Ct, si|S|<Sp. 

CS) (S) 

La fonction {x) étant la minorante de z;(a;), on a, comme \ {x) = v{x): 

{v (x^) — (x^)) — (v (x) — A, (a;)) > 0. 

Il suit de là que 


< 


- K i^ù) — - *0 (^))} 

1 

f{ (®i) — K (^’i)) — (*) — K (^')) } I 


(5) 

< ^ J|(v (a:i) — V (a:)) — — A„(a:))pT 

(5) 

BAi-1-iA — Aji, si|o|< 03 , 

Oj étant le plus petit des nombres 8^ et 8^. 

On obtient ainsi 


< 

< 

< 


(62) — Ci <i^v{x^Kd'7 — ^v{x)Kd'j <iCt^ si |8| <8j. 

(•S) 

Soit maintenant h{x) la minorante de v{x) pour le domaine limité par 
(S) et (iSj). La fonction harmonique A (a;) — A()(a;) est égale à zéro sur {8) et 
est positive sur (8^; on a donc 


Si {Xj^} est un point, situé sur la surface (8') correspondante à la valeur 
8/ de 8, où |8j| ^8j, on a 


(5) 


[ (A (a;,') - A„ (x^)) 7ida\ < J (A (a;/) - A, (a;,')) \K\dx < 

(S) 

<A^{v (*/) — \ {x^)) dn = 


(S) 


= ^ [|J V {xD ch — J V (x) — j J (A„ (a;/) — A^ (x)) 

(S) (S) (6-) 


< 2A;. 
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Il suit de lû que 

IJ h {xD Kd<j — fv (a:) Kda < 2 Ai -f- 

(62') 

-^H\(xl)Kda—jv{x)Kda <(?,£, 1S,'1<S,. 

(S) 

Les inégalités (62) et (62') conduisent finalement à l’inégalité 

(63) \jv(x^Kda — ^h{x;)Kd<7<G^t, V|<S„ 

(4 (S) ^ 

le nombre O, étant indépendant du choix des surfaces (5^), {S^. 

Remarquons encore, que v{x) et h{x) étant positives et les intégrales 

J V {x^ d<j, J h {x^ d<T 


bornées, les intégrales 

j ? Jv (iCj) Gd<T ) 1^ J ^ (^1 ) 

(4 (S) 

sont moindres qu’un nombre de la forme [S] ^5, qu’on peut, en choisissant 
convenablement 8,, faire moindre que e. 

Donnons maintenant à 8 deux valeurs, l’une positive 8 et l’autre 
négative 8', en supposant que 

IS'KV 

Désignons par Â(a:) la minorante pour le domaine, limité par (S^) et (S) 
et par h{x) la minorante pour le domaine, limité par (S) et (S^), (5,) étant la 
surface correspondante à 8'. Nous avons 

j ( J v (æJ (fer — j i’ (æ) da ) — J V (a;,) <f<r — J î;(a;) (fer )= 

(S) (S) (S) (5) 

= ^(J^ (xjefo- — ^h{x)di7^ — • 

(S) (S) (S) (S) 


( 64 ) 
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En utilisant les inégalités obtenues ci-dessus, nous pouvons, en 
l’augmentant, transformer la partie droite de (64) en 


V 

I [( JÂ da, — J Ü (a;) dcr) — j’Â (x,) T ( 8 ) da ) dS 

^(Si) (S) 0 (S\) 

- h (x) da)—j[j h {X,) T (8) da ) d8“ 


Ht-, 


(Si) (S) O {Si) 

cette transformation est, en effet, équivalente à l’adjonction du terme 


( J’a (x^) (K-i- 8(?)da— J h (a;/) (K-*- 28/60 da) — 

(5) 

( j h i^i) û' O) — J h (a-/) {K 28/ G) da ) 


(5) 


qui, suivant les inégalités établies plus haut, est plus petit en valeur 
absolue que 




On obtient donc finalement: si 8 < 8», |8'| < S.: 


< 


(64') 


{S) 

(S) 


(S) (S) 


<i 




(§) 

(S) 



(S) et (S) étant certaines surfaces situées respectivement entre (Sj) et (S) 
et entre (S) et (5,). 

Or, on démontre sans peine que la différence en partie droite de (fié*) 
est négative. 

C’est le théorème principal de M. F. Riesz, démontré par lui dans la 
première partie de son mémoire. 
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Voici, brièvement, sa démonstration. Soit la minorante pour le 
domaine limité par (S^) et (SJ; on a 

d’où suit, les fonctions h^{x) — h(x), h^{x) — h{x) étant continues, qu’au 
voisinage de (SJ, respectivement de (SJ, elles sont aussi près de zéro qu’on 
le veut. Or, on a 


(65) 




0 . 


Effectivement, la différence h — \ est positive et la différence \ — h 
est négative dans le voisinage de (S) et comme h — et \ — h sont 
harmoniques dans les domaines, où elles sont définies, on peut, sans changer 
les valeurs des intégrales (65) prendre à la place de (S) une surface aussi 
voisine de (6J qu’on le voudra et à la place de (S) une sm-face voisine 
de (SJ; mais, si on se déplace dans la direction des normales à (SJ et (SJ à 
l’intérieur du domaine, la fonction h — croît, d’où suit que la première 
intégrale (65) est négative, les dérivées étant prises dans la direction 
extérieure au domaine; la fonction — h décroit, d’où suit que la seconde 
intégrale (65) est également négative. 

Il s’en suit, les variables S et V étant indépendantes, que 

(66) V, S) — F(S, v, 0)) <^^,(F(S v, — v, 0)). 

On peut généraliser l’inégalité (66). 

Soit (ff) une portion de (S). On démontre sans peine que l’inégalité (6 6) 
subsiste, quand on y substitue (cr) à la place de (S). 

Soit (a; J un point sur (S — tr); formons suivant les règles du § 10 
la fonction moyenne 6 (w) ayant le point (æj pour point singulier avec la 
masse [x, en laissant pour un court moment fx indéterminée. En désignant 
par (w) le domaine, limité par (S), posons après cela 

^ J *-10 »-so 

(tu) 
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Suivant les considérations du § 7, on trouve en désignant par C(S, v) 
l’expression 

iH^(F(5:, 8)-F(s, 0))— i-, 8 ')-f(s, r, o)), 

que pour (S) = (<t) on a C(o-, w) — 0, car w{x) est harmonique dans le 
voisinage de (<t) et que pour (S)==(S' — o-), on a 6’ (.S’ — a, »’) — — dujji, 
car on a 

ljni^(F(5, w, w, 0)) = 0, 

lîm|(F(-S, m;, l) — F{S, w, 0)) = — 4ra. 

Si l’on choisit [x de manière qu’on ait 

G{S — <T, «’)h-C(S — (T, 10 ) = O 

on trouve 

G {S, v-*-w) = 

= limj(F(<j, V, 8) — F(7, V, 0) — lim (F(a, r, 8') — F(a, v, 0)). 

Or, suivant la formule (66) G {S, v-*-w) n’est pas positive; donc 
l’inégalité (66) subsiste, si on y substitue (a) à la place de iS). 

19. Soit donnée maintenant une surface quelconque fermée (L), qui 
est l’une des frontières d’un domaine (co), et formons suivant la règle décrite 
dans la remarque du § 8 un domaine variable inscrit dans (co), en sup- 
posant que toutes les frontières de (c^, excepté celle, qui a (ï) pour limite, 
ne changent pas; nous traitons (^ comme une fonction croissante de 
t = <a — (O et nous supposons, que parmi ses valeurs il y a une infinité 
non dénombrable ayant poiu: frontière une surface do la classe (Ü). 

En désignant par S (<) la frontière de (o^, qui tend vers (S), définissons 
après cela une fonction de t 

S(v)S{t)=^<f{t) 

en posant pour chaque t 

G (< - 0) = lim ^ {F{S, V, 8') - F {S, v, 0)), 

<p(<-i-0) = iîS|(F(5, v, ^)—FiS, V, 0)). 
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La fonction ip (t) étant décroissante et bornée, il n’y a qu’une infinité 
dénombrable des valeurs de t, pour lesquelles elle est discontinue. D suit de 
là, que pour une infinité non dénombrable des valeurs de t dans (66) 
subsiste le signe d’égalité, c’est-à-dire, que pour une infinité non dénombrable 
des surfaces de la classe (C), tendant vers une surface (S), les flux existent. 
Nous nommerons les surfaces de la classe (C) pour lesquelles les flux 
existent, les surfaces de la classe C{v). 

Ces flux décroissent, quand t croît, en restant bornés en valeur absolue, 
d’où il suit qu’ils ont une limite. Désignons cette limite par S(v)£. 

On démontre de même l’existence des flux pour une infinité non 
dénombrable des surfaces de la classe ((?), circonscrites autour de (£) et 
l’existence de leur limite £(«;)£. 

Si 


S(t;)£ = S(v)£, 


nous dirons que le flux existe pour la surface (£). 

Remarquons que, si (S') et (S) sont deux surfaces de la classe G{v), 
circonscrite autour et inscrite à (£), comme le flux par {S') est plus petit 
que par (S), on a dans tous les cas 


£(v)I> £(»)£. 

Si (cr) est la portion de (L) et si nous désignons par (o; et (a") les 
portions des surfaces (S') et (S), qui tendent vers (o-) et par â(v)(T 

les limites des flux à travers d’elles, on a 




Soit (or) une portion de surface de la classe C{v) et formons, comme 
dans le § 5, la variable 


V, 8)— F((t, V, 0)); 

on démontre sans peine que 

iimj (F(<r, v, 8)— F(<r, t>, 0)) — lim i (F((t, v, 8')— F (a, v, 0)) = 0. 
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La différence étant égale à zéro pour la surface entière et n’étant pas 
positive pour chacune de ses portions, elle ne peut pas rester négative. 

20 . Nous dirons que les surfaces, pour lesquelles on a 

a (y) (7 = a (y) a 

forment la classe (F). Les domaines limités par les surfaces (F) forment un 
corps. Les raisonnements qui précèdent montrent que la première des 
conditions du § 9 est satisfaite. Il reste à vérifier que les deux suivantes 
le sont aussi. 

Si le domaine (m), appartenant au corps, est divisé par ime portion de 
la surface en deux portions (wJ et (wj), dont la première appartient au corps, 
la seconde lui appartient également. 

Pour le démontrer, remarquons en premier lieu que si la surface (S) 
appartient à la classe {F) et si la surface {S') tend vers (S) d’une manière 
quelconque, les limites S'j^S', S'{v)S' tendent vers S{v) S, car chaque 
surface (S') tendant vers (S) est située entre deux siufaces de la classe 0{v), 
qui tendent vers (S). 

Soit maintenant (wj) un domaine inscrit dans (cOj) et limité par ime 
surface (N.') de la classe C(v); supposons que la portion' ((t^) de (6',') tend 
vers la frontière commune des domaines (wj) et (wj). En prolongeant (aj on 
peut construire une surface (6j'), tendant vers la frontière (Sj) de (Wj). Les 
portions de {S^') et (5,'), qui sont complémentaires à (a,), forment une sur- 
face (S'), tendant vers (S), (S) étant la frontière de (w). Or, on a 

(67) = S'MS', 

car les flux par la portion (aj dans la partie gauche de (67) se détruisent. 

On trouve, en passant dans ((67) vers la limite, que, si (S^ est la 
frontière de (wg) 

-S, (y) -f- 5g = 5(y) S. 

On démontre de la même manière, en envisageant un domaine (wj) 
contenant (wg), que 

= S{v)S 

d’où suit, que le domaine (wg) appartient effectivement au corps. 
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la densité m(t) est certaine, la fonction v (æ) est égale à la différence des 
deux fonctions 

(Ûy) (Q 

qui sont semi-continues et superliarmoniques; ici et m,(t) sont les 
parties positive et négative de u (w). 

Les considérations du § 14, montrant quelles sont les conditions néces- 
saires et suffisantes pour que la fonction v (x) soit la différence entre deux 
fonctions (x) et (x), semi-continues et superharmoniques, donnent aussi 
le moyen de construire les fonctions (a;) et v^(x). 



CHAPITRE 9 

Sur quelques problèmes relatifs au laplacien 
1. Proposons-nous de trouver un potentiel de simple couche 


( 1 ) 


— J. r 1^ (*^i) 

2,cJ ’ 

(-Si) 


répandu sur la surface (S) de Jûapounoff, tel qu’on ait sur la surface 

( 2 ) = 

m((t) étant une fonction additive, à variation bornée et continue des 
portions (c) de (S)^ («r) une portion de (S), a'*’ (v), suivant la convention du 
chapitre 5, le flux moyen à travers (a) et (ha)^ la moyenne de produit 

h(x)v; 


nous choisissons cette désignation, la désignation employée ci- dessus devenant 
incommode, quand il s’agit du produit. 

Nous désignons par h{x) une fonction bornée et intégrable en sens de 
Riemann sur (S), dont les valeurs ne sont pas négatives; nous supposons, 
en tout cas, que 

(3) jh(x)d<7'^0. 

(5) 
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Soit donnée une portion (a) de (S). Si |a(<t) est continue dans le 
voisinage de la frontière de (a), on a, suivant le théorème du § 5 (5) 

(v) = r [i (<Tj) (a, 1 ) H- u. (a), 

(- 51 ) 

ayant posé 

(®) 


Le potentiel de simple couche peut être traité comme un potentiel 
newtonien, si l’on effectue la transformation du § 4 (5). On conclut 
de là, que 


si l’on pose 


(Si) 


La fonction h(x) étant bornée, tn(o, h, 1) est une fonction continue 
du point (y) dans tout l’espace. 

En substituant dans (2) les valeurs trouvées pour o-<'’(v) et {hv\ on 
obtient 

(x((t) = — rfx(cr,){Â*^((7, l)-i-m(cr, h, 1)} 

(-Si) 

|JL (it) est, donc, la solution de l’équation intégrale 


(4) fi (a) == X r p. (cr^) {k^ (<T, 1) -f- m (cr, h, 1)} n (a) 

(Si) 

pour X = — 1. 

Le noyau 

(5) q (a, ij) = k^ (a, 1) -+- m (cr, h, 1) 


n’est pas fini; il répond seulement aux conditions du théorème du § 9 (2) 
à la condition (A) — car la variation totale de î(a-, 1) ne surpassant pas 


rj 

(S) 


;cos(r,oitf-o)| 


L 

J *'io 




2r 

(S) 
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est bornée comme la fonction du point {y) sur (5^); c’est une suite immédiate 
des considérations du § 2 (6) et de la remarque ci-dessus à propos 
de m(<T, A, 1). 

Comme on a, la surface {S) étant celle de Liapounolî, 


( 6 ) 




h{x) C(0, 1) 


'10 


'10 


S-X 


,0 <X<1, 


'10 


où C’(0, 1) est une fonction bornée des points {x) et («/), tous les noyaux 
itérés, à partir d’un d’entre eux, sont finis suivant les théorèmes des §§ 6 (6) 
et 7 (6), étant égaux aux moyennes des fonctions bornées des points (x) 
et (y); ces fonctions bornées sont les noyaux itérés, correspondant au 
noyau (6). 

En effet, la démonstration des théorèmes des dits paragraphes est 
basée uniquement sur l’égalité (6) et sur le fait, suivant lequel l’intégrale 


f -^o) ^1 

• ' Î *^10* ^10 I 

(S) 

est uniformément convergente comme fonction des points (y) sur (S^). 

Démontrons en premier lieu que X = — 1 n’est pas un nombre 
caractéristique de l’équation (4). Si l’équation 

(7) 9(a) = — I g(cr, 

(Si) 

a une solution, la fonction moyenne ç (a) satisfait aussi à l’équation 

(■') ? = (— 1 r f 3„ (^. 1) ? K) <^'^1» 

(Si) 

1) étant un des noyaux itérés pour le noyau g (a, 1). 

Or, pour un certain n le noyau 1) est égal à la moyenne d’une 
fonction bornée des points (x) et (y): 

(») 
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Remarquons que la fonction y) étant égale à 


% (^. y) = J 3 (®. 2) (2, y) dd, = A (a:) J 

(S%) (S,) 


• » 


est discontinue dans les mêmes points que h{x). 

Si (r)) est le domaine, contenant dans son intérieur tous les points de 
discontinuité de la fonction li{x), on a, suivant le théorème du § 8 (2) 


ff l)dcr)(p((Tj)d<Tj= r( U„(0, l)«p(djdd^)dd, 

(81) (a-ari) (<»-<iiq) (^i) 

(dY)) étant le lieu géométrique des points communs à (o-) et à (>]). 

Comme on peut choisir (yi) de manière que les intégrales 

r( fînio. 

(CY,) (Si) (ori) 

soient en valeur absolue moindre qu’un nombre donné d’avance, on en 
conclut que 

? (a-) = (— 1)" -J J( J?„ (O, 1) T (^ 1 ) dd, ) dd. 

(’) (Si) 

La fonction ÿ„(0, 1) étant bornée comme la fonction du point (x), la 
fonction 

•|(a;) = (—!)” rg„(0, l)9(dj)ddj 
(Si) 

l’est aussi et on a 

(») 

La fonction ^(d) est donc la moyenne d’une fonction bornée sur (S). 
Envisageons maintenant le potentiel 


tv 



f («i) ddi 


'10 


I 


'1' (//) ddi 
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Comme la fonction «p (<t) vérifie l’équation (7), on a 

En multipliant la dernière égalité par iv et en l’intégrant sur (S), on 
obtient 

— j w(htv)^dfT ~ — j hiv^dcs— j {w) du . 

(. 9 ) (S) (S) 

Or, il est aisé de démontrer que 

, 8 ) 

(S) (Qx) 

en désignant par (Ü^) le domaine limité par (S) et par (5, y), Q les 
coordonnées du point (x). La dernière égalité prend alors la forme 

(5) (Q®) 

La partie gauche de l’égalité étant négative et la partie droite positive, 
on en conclut que w = O ; la supposition, que w est une constante est en 
contradiction avec la condition (3). 

Or, w étant égale à zéro, ^ (a) l’est aussi, ce qui est contre l’hypothèse. 

Il reste à démontrer l’identité (8). 

Envisageons un domaine (Ü) tendant vers (üj; soit (S') sa frontière. 

La fonction '^{y) étant bornée, la fonction w est continue; supposons 
que l’oscillation de tv dans chaque intervalle (A), ayant les arêtes égales 
à un nombre donné, soit moindre que t. Décomposons (5) en n portions, en 
choisissant le nombre n de manière que chaque portion soit à l’intérieur 
d’un intervalle (A). Soient (aj, s = 1, 2, ... n, ces portions; supposons que 
les portions s = 1, 2, . . . n, de (S^) tendent vers Supposons de 
plus que {S) est si près de (S), que chaxjue portion (c^') et sa correspondante {u^ 
peuvent être couvertes par un seul intervalle (A) et que 

iaW (îe)cr^ — ff;(îe)cr;i <1. 
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En raisonnant comme dans le § 9 (2) nous obtenons 

s=.n 

j îw*’’ (w) de = ^ w (;r^) (w) (w) S, j 0 1 < 1 , 

(.S) s=l 

où (Xg) est un point arbitraire sur (aj et la variation totale de a*''{ze). 

En effet, pour certains points (xJ) et {x,J') sur (a^) on a 

j (w) (fa = V { m; (j-/) ^ (w) — w (Xg") âg (w)} Cg, 

(S) *=i 

et ^g{w) étant les parties positive et négative de et 

I (•»,') — I < I ^ 1 < 

On obtient de même, si S' (w) S' est la variation totale de a-' (w;), 


j wa‘ (w) cia' = 2^ w (Xg) a J {w) a J -+- 6e S' (w) S'. j 0 j < 1 . 

(SI) 

La variation S' (tv) S' ne surpassant pas 
. (i'i) ih 

où JV'g est la normale à (S') au point (x) sur (S% est bornéè indépendam- 
ment de la position de (S'), l’intégrale intérieure jouissant de cette pro- 
priété. Nous démontrerons cette assertion, entre autres, dans le § 3. 

Il suit de tout cela que 


I J wa^'^ (w) cia — ^ 

OO ('V') 


<Jlt, 


B étant un nombre déterminé. 
Ainsi 



da'. 


28 
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Or 




d(x>. 


La partie droite de la dernière égalité a donc une limite, d’où suit 
que l’égalité (8) subsiste. 

En supposant que n est assez grand, pour (jue g^('T, y) soit fini, intro- 
duisons la résolvante 


(9) 


T„(^> >•) = 


D y, >) 


de l’équation itérée au noyau ^^(t, y). 

Cette résolvante est la solution de l’équation 


T„(^, 2/. = y), 

(^2) 

à laquelle on peut, en utilisant comme ci-dessus le théorème du § 8 (2), 
donner la forme 

Y„ (7, j I ^ J T« ^)} = 

{») (-%) 

= y^ 

(T) 

ce qui montre que la fonction y, ).) est la moyenne de la fonction 
Tn(^, y^ ^)’ bornée comme fonction des points {x) et (y) et qui 

satisfait à l’équation 

y„ (if, y, >^) = >> r?„ (if, •®) Y„ (^, ?/, À) ^^c^, -H {x, y). 

(S2) 

En appliquant les formules du § 7 (3), nous obtenons la résolvante de 
l’équation (4) 

Y (^> y^ >>) = (^> y^ I (^> 2 , X) Y,, (jj, y, X) rfffj =-_ 

(5s) 

= (^> 2/, >0 f “« (^, 2, X) Y„ («, y, X) da, 

(5s) 


( 10 ) 
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OU 

y, A) = 2 (cr, y)-*-'KqA7, y)-i- .. . -+-X"~^4,_j(7, y). 

En substituant dans (10) à la place des y) leurs expressions par 
les noyaux itérés du noyau q{x, y), on trouve 

\ (^. y, X) = i J {q {x, y) -+- Iq^ {x, -H . . . (a-, y)\dv = 

(<y) 

= \ ( y)ih 

et, comme, la fonction ‘{„{x, y, X) étant bornée sur (S), l'intégrale 

X)Y„(^r, y, l)(iT^ 

(Sj) 

est absolument et uniformément convergente sur (5) comme fonction de (.u), 
on a, en appliquant le théorème du § 12 (2) 

(1 0') 1^(7, y, X) = I J js„ {x, y, X) -h X”J (a-, X) y„ {z, y, X) (h^ j d7, 

(î) («s) 

ce qui montre que la résolvante de l’équation (4) est égale à la moyenne 
de la résolvante de l’équation correspondante au noyau q {x, y). 

Comme X = — 1 n’est pas un nombre caractéristique du noyau g (7, y), 
la solution cherchée de l’équation (4) est donnée par la fonction 

(11) fx(7) = î<(7j— jM(7j)Y(7, 2, — l)ci7. 

(«î) 

et la solution du problème par le potentiel 

( 12 ) V (a-) = ^ J j « (7,) — j H (7,) Y ( 7 j . — 1 ) rf 7 „ j • 

(Si) (Sj) 

La valeur (10') de y(’'i 2/) X) montre immédiatement que la fonction 
Y ( 7 , y , — 1) répond à la condition (A), (y) étant un point sur (-S’j). 



436 


N. OUNTHER. BUK LES INTÉGBALE8 DE 8TIELTJE8 


On conclut de là, que le point (a:) étant dans l’intérieur du domaine (Ü), 
limité par (S): 


Si) (S») 

et que 
(12') 


(5*) (61) 




(‘Vi) (Sa) 


V (a?) = ^ J U (cTj) H {X, y) 

"(Si) 


où, suivant le théorème du § 7 (2) 
1 


(13) U{x, y)^~- fT(^„ y, -1)'^* = ,-- y, - 1)7 

( 6 ^)' (si 


'2 . 
^20 


la fonction — étant bornée, quand le point (x) est dans (ü). 

^ao 

2 . Étudions de plus près la solution (12). La fonction y{x, y, >) étant 
la résolvante de l’équation intégrale au noyau q{x, y), nous avons 

Y(^, î/, — 1)= — ^ î(3, 1 )y(2, 3, — l)d(T3-f-ÿ(2, 1) = 

(Sj) 

- - Y (2, 3,— l)da3-t-^(2, 1) 

(S’sl 

où, comme ailleurs, nous mettons (1), (2), ... à la place de («/), {z). . . . 

Or, le point (y) étant sur (S): 


f--^ ^ #- \ (2, 3, -l)dcr3 = — r£2i^\(2, 3, -l)dcr3 = 
” (S,) 

= _(JS2i^Æ^(2, 3,-l)da,),-«-2TtY(2, 1,-1) 


(S,) 
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d’où il sait que 


( 2 , |'( 

(S2) 


COS N^) 


'31 


A (3) 


'13 


)y( 2, 3, — l)ficr3).-i-^î(2, 1). 


et que 


(13') 


f£(x y) =: i- I l**!» -^2^ I (^) l 

^10 ‘^'^y ( ^33* ’'is I ^so 


rJ(J'{ 

(•Sï) («s) 


(«ï) 

f/cosCrjsiTj) //(3) 


^13 / ' '20 


2 , 

20 


Or 


rcos(>-ij _ 1 

Ç cos ()*2j^ -^2^ ^^^2 / j 

1 €08(^22^2^ 

) ^20 J 

' ~ \ J 

^‘ 21 ^ ^20 1 


• 2tt - 


(S») ■■ («2) 

et, si le point (y) est dans l’intérieur de (Q); 


Mo 




(■52) (58) 


= ^ d., ) d.., 

(s\) (5*) 


'/( 


cos{r,,N,) . h(2)\/ r Y(3, 2, - 1) 




(h, 


'30 




(iSg) (S^) 

On peut donner, effectivement, à la partie gauche de l’égalité la forme 

(h 9 


l)ï(2, 

(‘^ 2 ) (^2) 

(5s) (Ts) ( 63 ) 

= 2 Tt J ( J(/K» 1 )tK» 3, — 1 )^ 73 ) 


(5*) ( 53 ) 
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ce qui permet d’appliquer le théorème du § 9 (2); l’égalité 
r( l)ï(2, 3, — l)(/a,)dcrj= f ( 1 )y(2, 3, 

( 4 (^ 3 ) (^i) (4 




subsiste, car on a 


l)ï(2, 3, — l)(icr3|tiaj = 

(ffj-ffjr,) (.Sj) 

=J( Jÿ(<73’ 1)7(2, 3, — l)da^^d<j^ 


i^s) (^2 ”^2*'/) 


Jy(2, 3,—l)da, 


est infiniment petite avec yj. 

Il suit de là définitivement que 




20 «■ '30 

(*^8) 


(6l) 


La comparaison de 




= 1 n cos(>-i3 3r,) ^ Ji(2)\ 1 1 r Y (3, 2,-1) 

277 J ( ^*21* ^21 ) V20 y 


d(j^ d(j^ 
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avec la formule (12') montre que 


r(l, 0)=jq(2, 1) 


est une fonction qui résout le problème, posé dans le § 1 , si on y suppose 
que m(<t) soit la moyenne de la fonction 

cos(r,o.V(,’) _ h{x) 

ô • > 

^10 ^10 

traitée comme la fonction du point (z). 

Nous nommerons 0 ) la fonction de Green pour le problème de la 
température stationnaire et la formule (14) est en comidète analogie avec 
les formules des §§14 ( 6 ) et 15 (7). 

Si la fonction u (a) est la moyenne d’une fonction f (.r) sommable sur (S), 
la formule (14), le point (z) étant dans l’intérieur de (ü), prend, suivant le 
théorème du § 7 (2), la forme 

(14') (-G = ^J/‘(y) <?(*/, 

Nous avons supposé dans le § 1 que la fonction (x (o-) est continue. Si 
la fonction «(a) est continue, on s’assure aisément que cela a lieu. Pour le 
démontrer il suffit seulement de s’assurer, que la fonction a ( 7 ) est continue 
dans le voisinage du contour de (a), si la fonction u{g) vérifie cette condition; 
or, cela est presque évident, la fonction '■'{a, y, a) étant absolument continue; 
la continuité de [x (a) dans le voisinage du contour de (7) dépend donc 
exclusivement de celle de u(ct). 

Si m(ct) n’est pas continue dans le voisinage du contour de (t), la 
fonction trouvée par nous donne la solution du problème, dans lequel ff‘''(y) 
est le flux relatif de v. 

La solution du problème posé par nous est unique, car la difl’érence 
w — v — de deux potentiels de simple couche, qui résolvent le problème, 
est un potentiel de simple couche, qui répond sur la frontière à la condition 


a<'>(«;) = — (/w). 


et est égal à zéro suivant les raisonnements du § 1. 
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3 . Avant d’aller plus loin faisons quelques remarques à propos de la 
fonction de Green, introduite dans le paragi’aphe précédent et à propos des 
fonctions de Green du problème de Diriclilet et du problème de Neumann, 
construites dans les chapitres G et 7. 

Démontrons, en premier lieu, que ces trois fonctions sont les fonctions 
à carré intégrable par rapport à un de leurs arguments et que leurs intégrales 
sont bornées comme fonctions de l’autre. 

Potir le démontrer, il suffit d’observer que chacune des ces trois 

fonctions est égale à une somme de — et d’une fonction harmonique r(l, 0), 

*'io 

qui est un potentiel de simple couche comme fonction de l’une des variables, 
ayant la densité égale à la fonction de l’autre. 

La fonction — étant à carré intégrable, il suffit de démontrer que la 
*10 

variation totale de la densité du potentiel, qui est égal à r(l, Oj, est bornée 
pour chaque position du point, dont elle dépend, car le potentiel de simple 
couche est transformable suivant les règles indiquées dans le § 4 (5) dans 
un potentiel jiewtonien, ayant la densité possédant la même variation totale. 
Commençons par la fonction de Green du problème de Diriclilet. 
Suivant les formules du § 15 (7), nous avons 


(15) 


r(l, 0)=i(^//(2, 

■‘••J "ai 


ou 


HiQ, 0) 1 j cos (l'ao Ajj) / r ^i ('^31 2) cos (> cos \ ^ 

^ Go* •’ Go* / 

{■%) 

^ / j (Go ■^.'j) / h (''S' 1* 30 •^’s) \ 

Go* * J Go* */ 

(S3I (G) 

ou diffère, dans le cas (7), de cette fonction par un potentiel de simple 
couche; on a ici 


k) 
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La densité du potentiel additionnel de simple couche dans le cas (/) 
est nne fonction linéaire des expressions 


«x= f,— 

(Si) 


les fonctions étant continues sur (5^), et est évidemment une fonction 
continue du point (a:). 

Si le point (x) est dans l’intérieur de (0^.), la fonction H [2, 0) est 
continue et on peut, en utilisant les théorèmes du § 11 (2), remplacer 
l’expression (15) par 


(15') 


'(Si) " 


en désignant par 0) la somme de la série 


(16) 


{ J ^^2 - ( J ( f - 

* i^a) ** ("rï) (^s) 

_ rî?L(':.Æ>&, w... 

. ' ^so ' 

('^a) 

Il est aisé de démontrer que l’intégrale 

r f(x3)\cosr^Ns)\ ^ 

J ^80* * ’ 

(Sa) 

dans laquelle f(Xg) est une fonction bornée des points (a^j) sur (S^), est bornée 
indépendamment de la position du point (x) dans (Ü^). 

Soit (rCj) le point sur (Sg) qui est le plus près du point (x); soit o la 
distance entre (x) et (iCg). 

Construisons la sphère de LiapounoflF, ayant le point (ic^) pour centre 
et une sphère du rayon 28, Désignons par (S) et (a) les portions de {S^) 
découpées par ces sphères. L’intégrale prise sur — 2) est bornée et ne 
surpasse pas un nombrede la forme aA, A étant la borne de|/'’(a;g)|; l’intégrale, 
prise sur (a) ne surpasse pas 

Ujili |prfp=.2a^,4; 

(«■) 
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comme on a 


^0 (rg, .V3) = >*35 cos (rj5 N 3 ) ■+■ 0 cos (§2^3)., 


l’intégrale, prise sur (S — a), est égale à la somme de deux intégrales. 
Dans l’une d’entre elle 

icos(r,3iV3)| < 

et elle est bornée par un nombre de la forme lA-, l’autre est plus petite que 


Suivant les considérations des §§15 (7) et 11 (7) on obtient le terme 
complémentaire de H{ 2 , 0) en multipliant le terme complémentaire d’une 
série, uniformément convergente sur (S'j), par 

cos (r^pNg) 

T ^ 

et en intégrant; le terme complémentaire de fl^(2, 0) est donc pour n assez 
grand moindre qu’un nombre e indépendamment de la position du point (.r) 
dans (ùj; le terme complémentaire de la série (16) est donc moindre que c 
indépendamment du choix de (a,) et sa variation totale est bornée pour 
chaque choix du point (x). On en conclut que la variation totale de la 
série (16) reste bornée, si les variations totales de ses termes en nombre 
fini restent bornées. Or, cela a effectivement lieu, les variations totales des 
termes ne surpassant pas 


(*8) 

car, suivant le § 5 (7) 


I I cos (^30 N^) I r -ffn (^3 , 3) I cos (r3p iV^) | 

J ^ 80 * >•30* ® 

S's) («8) 




(»«) (‘^2) 


Ç ( Ç (^’ ^) (^80 -^ a ) \ ^ r (*^ 3 ' (**80 

ffjjw V */ ® j r,3» »• 

O2) («8) («8) 
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On démontre de même le théorème pour la fonction de Green du 
problème de Neumann, la densité du potentiel de simple couche étant cette 
fois égale à 


1 I r cos 

i J ^20* 

(■^2) 




(■%) 


o'v N^) 

•V 


da. 


1 r cos (r^ N^) 

'fi 



En passant à la fonction de Green du problème de la température 
stationnaire, nous avons suivant les §§ 1 et 2 que 


(5*1 


(ffj) 


SO 




où |ji.('7) est la solution de l’équation (4) pour 

p_«s(!jÆ> J, H- i 1). 

^ 5 J rj * <7 J 


(-7) 


Il suit de là que 


(7) 


= 1)— i)tK» 3- — 

(À's) 

et que la variation totale de iJ-i<yÿ) ne surpasse pas 


(17) 

Q(Sa, 

1)^2-^ f 1 )yK- 

3, - 




(■%) 



OÙ 






2T.Qi^„ 

i)=i 

V 3 J ^13 

1 

-i — 
« 3 . 

J ^18 



(« 73 ) 

( 53 ) 

et ÿ(S,, 

3, -1)5, 

est la variation totale de 

Y (^ 2 . 

3,-1). 
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Or, suivant la formule (10'), la variation totale Ÿ(Sj, 3, — 1)5, est. 
bornée sur (5,) comme fonction du point (3) sur (S^) et l’intégrale dans (17) 
étant égale à 




O3) 


'13 


’l3 I 


est bornée comme fonction du point (y) suivant les remarques faites ci-dessus, 
ainsi que l’intégrale 


Qis„ 

J '12 
O2) 


ce (ju’il fallait démontrer. 

Désignons par L{x) une fonction intégrable dans le sens de Riemann 
dans (Ü^), ayant toutes ses valeurs non négatives, et toile que pour chaque 
sphère (wg) du rayon p le produit L (w^,) p^“'' , 0 < X<1 reste borné. Sous 
cette supposition, l’intégrale 


J 





dz 


est uue fonction continue du point (æ) et on s’assure sans peine que le 
produit L{y)G{y, x) est intégrable par rapport à y: suivant le 
§ 2 (8) on a 


^L{y)Q(y,x)d-.= ^ 

0) h 


/>(>/) 



(«s) (T) 


dz')l/(7„ 0}ch,, 


la dernière intégrale ayant un sens, le premier facteur sous le signe 
d’intégrale étant une fonction continue. 

Envisageons maintenant en second lieu les moyennes 


(18) é7(T, 0) = ^ f é?(l, 0)féT, k(z, 0) = -^fL(y)G(l,0)dz. 

N (d 


Ces moyennes sont égales aux sommes des intégrales 
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avec les fonctions 

i J r(l, 0)rfT = i J m(z. 2 )H(g^, 0),h,= ± fm(z, 2)11(2, 0)da, 

(^) ('^s) (4) 

^ 0 )-*’.- 

(■S'î) (■*) (-‘'2) (T) 

Ces dernières fonctions sont égales aux sommes des séries uniformément 
convergentes dans (HJ, dont les termes, les fonctions (1!)) étant continues 
comme les fonctions de (a:), sont continus comme les fonctions de (a:). Les 
moyennes (18) sont donc les fonctions continues du point (a:) dans (12^) et 
absolument continues comme les fonctions de (z). La variation totale 
de H ( 17 ^, 0) étant bornée comme une fonction de (.r), il est de même avec 
la variation totale de k(z, 0); la fonction k(z, or) répond, donc, aux conditions 
du théorème du § 9 (2). 

Remarque. Nos assertions subsistent même si la fonction L(i/), 
intégrable en sens de Riemann, est telle, que pour chaque sphère (w^) du 
rayon P le produit L (w^) reste borné; la seconde des intégrales (19) 
reste une fonction continue de (a:) même dans ce cas. 

4 . Soit (S) une surface de Liapotmoff qui limite un domaine (ilj. 

Désignons, comme dans le paragrpahe précédant, par L(x) une fonction 
intégrable dans (Ù^) dans le sens de Riemann, ayant toutes ses valeurs non 
négatives, et telle que pour chaque sphère (w^) du rayon p, 7v(wj|)p’“'' soit 
bornée. 

En désignant par u(x) une fonction sommable, convenons de désigner 
par 

m(Lu) 

la moyenne du produit Lu pour le domaine (w), (ce qui suppose que la 
fonction Lu est sommable), l’indication de la moyenne de v(x^ pour le 
domainé (w) par le signe v(w), employée jus(|u’à présent, devenant 
incommode, quand il s’agit du produit de deux fonctions. 

Supposons, de plus, que l’ensemble des farines de l’équation 

L (x) = 0 

est de mesure nulle. 
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^Posons le problème (J^): construire une fonction sommable u(x) qui 
répond aux conditions 

(20) Au (w) = (ü (Lu) -4- ô (w) 

pour chaque domaine (w) contenu dans (Ü) et 
(21 J m<')(7) = [x(t) 

pour chaque portion (t) de la frontière (S); nous désignons ici par 0(tü) une 
fonction moyenne additive, à variation bornée et continue des domaines (w) 
et par [/.(t) une fonction additive, à variation bornée et continue des 
portions (a) de (S). 

Suivant les théorèmes du chapitre 7, nous pouvons construire un 
potentiel de double couche u>(x), répandu sur (S) et tel que 

(22) M;^**(cr) = [ji(t). 


Remarque. Si a (7) n’est pas continue sur (S), on peut construire le 
potentiel de double couche de manière que la condition (22) soit satisfaite, 
en y comprenant sous la valeur moyenne relative du potentiel de 

double couche w(x). 

Ayant posé 

u(x) = v (a;) -I- w (x), 


nous transformons l’équation (20) en 


(20^ 

où 

et 


Al' (üj) = oj (Lv) -+- d (w), 
^ (co) = 6 (to) -4- (ii (Ltv) 


(21i) 


t;**)(T) = 0. 


La fonction moyenne iü(Lîc) étant absolument continue, la fonction dtw) 
est continue. 

Pour résoudre ce nouveau problème {B^), remarquons en premier lieu, 
que la fonction sommable v(x) satisfaisant à l’équation (20^), on a, en 
négligeant par le terme additionnel, qui est égal à zéro presque partout, 


( 22 ) 


v(x) = 


-.(Lv) 

(Ûy) 


r- 


10 


(Ûy) 
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OÙ U(x) est une fonction harmonique; les fonctions 'z{Lv) et ô(t) étant 
continues, chacun des potentiels newtoniens dans la partie droite de 
l’égalité (22) possède un laplacien pour chaque domaine. 

Si la fonction v{x) satisfait à l’équation (22), la fonction 

t;^(.r) = (a:), 

où a (a:) est égale à zéro presque partout, satisfait à l’équation 

(Ûÿ) (Üÿ) 

car on a 

co(Lw) — 


Les intégrales dans (22) étant généralement divergentes, il est plus 
commode, pour donner aux formules un sens précis, d'envisager à la place 
de v{x) sa moyenne et de remplacer (22) par 

(23) «((«)) = ^ J" T (Lw) W (oj, l)(iT J'v1(t)w(w, 1)^^ //(w), 

en appliquant les formules du § 2 (8). 

Si l’on s’occupe de la valeur moyenne de v{x), le terme a (a), négligé 
par nous, n’a aucune influence sur cette valeur. 

Remarque. Si la fonction 0(w) n’était pas continue, l’égalité (20j) serait 
satisfaite parla fonction v{x) seulement dans un corps (A), formé parles 
domaines, limités par les surfaces, dans le voisinage desquelles la 
fonction 6 (w) est continue. 

On peut disposer de la fonction harmonique // (x) pour satisfaire à la 
condition (21^. 

Les fonctions moyennes ^(Lrj et r)(':) étant continues dans le voisinage 
de (Sj), on trouve 

fit'» ( t) = ^ (Lv ) m (cr, 1) dT ^ Jd ( t) m (a, 1) dv, 

(Ûÿ) (üy) 
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d’où l’on conclut, en utilisant le théorème du § 15 (7): 




± r, 1 

’ 4 - . 


(24) 


iity) 

(S) {%) 




<hi, 


2 ’ 


OÙ G (1, Oj est la fonction de Green du problème de Dirichlet, attachée à 
la surface [S^]. 

Si le point (a) est dans rintérieur de {S„), la fonction 6st 

continue comme fonction des points surfS'j,); on peut, donc, utiliser le théorème 
(lu § y (2). en écrivant 


(24') 


'((.>7 = - jî; J* (£ ») ( j; / "C",, 1 ) ) * ■ 

(1-V) èS) 

(!-'») (-‘^2) 


01 , la fonction 


— 4 “ J (^ 2 > 

Ï‘'2) 


1 ) 


<^G (2, 0) 

(in O 


d(T^ 


A fAAAAArf^ 

4 - J Gi 

(S 2 ) 


est éfrale, suivant le théorème du paragraphe 15 (7), à la fonction harmo- 
nique r(0, Ijdont la valeur sur (S„) .est égale à — ( le point (y) étant un 

G 2 

paiamètre. 

La formule (24') prend donc la forme 

= ^ l).fT-I-^Jd(T)r(0, l)cfT 

ii-V (0.y) 

et la substitution dans (23) donne 

(25) î;(cü) = — J t(Lî;)( 5(1, cü)^^ — ^ j"d(':) 6'(1, cü)rf'T, 

hi) (Ô„) 
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où nous désignons par (r(l, «) la différence des moyennes m(ü>, 1) 
et r(üj, 1), qui est égale à la moyenne de la différence 

^-r(0, 1) = (?(1, 0). 

^10 

La moyenne G(l, co) étant une fonction continue du point (y), le 
produit L(ÿ) G(l, w) est intégrable en sens de Riemann; on peut donner 
à (25) la forme 

(25^ = j L(2/)(?a,<e)î;(T)rfT-j^ jff(T)G(l. 

(ûy) (Oy) 

qui montre que la moyenne v (w) est la solution d’une équation intégrale. 

5. Posons maintenant le problème (J,): construire une fonction som- 
mable u(x), qui répond aux conditions; 

(20) Au (<o) — (a (Lu) -t- 0 ((i>) 

pour chaque domaine (w) contenu dans (Ü^) et : 

(21p) cr<‘)(M) = (A((x) 

pour chaque portion (cr) de la frontière (S), L, Ô (w) et p. (a) ayant le même 
sens que dans le § 4. 

Si l’on a 


(26) .a(S)-0, 

on peut, en appliquant littéralement les raisonnements du § 4, substituer 
au problème (A^ le problème (7^^) de la construction de la fonction v(x), 
qui répond aux c onditions 

(20j) Av(tü) — w(L«;) -+- d(w) 

et 

(2g 


a<')(î;) = 0, 
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OÙ d(<o) est une fonction continue; il faut poser u — v-*-tp, en choisissant 
pour w{x) la fonction harmonique qui résout le problème de Neumann sous 
la condition 

(t'*> (w) — [X (t). 

Mais, si la condition (26) n’est pas satisfaite, il faut changer les 
raisonnements, la fonction w(«) n’existant pas. Posons dans ce cas 


et introduisons la fonction 


Nous avons 


K=ii.{S)S 
, , K r (J t 


(Ju^ 


K d Ç dz 
dn J ria 

(ûv) 


d’où il suit 




J'è Tk /(s JS) = 3^; /(^ = 

(ûy) Ciî*) (Ûy) 

= - 3 #r-f‘ 


diù 


K. 


On a donc 


(û®) 


(S) 


Cherchons maintenant une fonction u^{x) harmonique dans l’intérieur 
de (üj afin d’avoir sur (S) 

La solution du problème est possible, car on a 


fx(S)H-5(M,) = 0. 

Posons w = M, — u^Qiu = v-t-w. Dans l’intérieur de (ü^)v satisfait 
à l’équation (20j), dans laquelle on a 

d ((ü) = 6 (w) -I- cü (Xti») — K\ 

et sur la surface (S) à la condition (21 J. 
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li’équation (20^) est satisfaite par la fonction qui vérifie la condition (22); 
on peut ajouter à cette fonction une fonction arbitraire a(,»j, qui est égale 
presque partout à zéro; la valeur moyenne de la fonction t’(x) satisfait à 
l’équation (23). 

Pour satisfaire à l’équation (21^) il faut choisir la fonction harmo- 
nique //(a;) de manière, qu’on ait sur la frontière 


(Oy) (a„) 


les fonctions z^Lv) et d(':) étant continues dans (12^^), on s’assure aisément, 
que le flux des potentiels de la partie droite de (27) est égal à 


(28) f 

(üj (CT) (12,,) (7) 


1 fcostr,nJV„) 


10^ 
. 2 
lu 


r) (k. 


En eft’et, soit (t') une portion de la surface de la classe (6*), qui tend 
vers (a-j. Les fonctions t (Le) et d(T) étant lontinues dans le voisinage 
de (a'), le flux de la somme des intégrales est égal, suivant les formules du 
paragraphe 7 (8), à 


(iy (^1 


Soit (^) un domaine tendant vers et supposons (jue pour les 
domaines (co^) — (Û — wj on a 


'oJ^(L6’j| COj <C E'T, <C 


En décomposant les intégrales étendues sur (Lï^) en deux parties, dont 
l’une est évaluée pour (toj et l’autre pour tw), on voit que, les intégrales 


(29) 


J 


cos (r,o 


(h, 


c"S(Cirt A’i; 


(y 


y) 


étant bornées et ne surpassant pas 4- en valeur absolue, la différence entre 
les portions des intégrales (28) et (28% qui sont évaluées pour (wj, ne 

29» 
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surpasse pas 2e en valeur absolue et que pour les points du domaine (w) la 
seconde des variables (29) tend uniformément vers la première. 

Suivant le théorème du § 1 4 (6) on a 


(Si) (Qy) 


0)da 


(^2) 


(Si) (ûy) (®ï) 


OÙ (t( 1, 0) est la fonction de Green du problème intérieur de Neumann, 
c’est-à-dire la fonction de F. Neumann. 

Si le point (x) est dans l’intérieur de la fonction G' (2, 0) reste 
continue, le point (2) étant sur (S). On peut donc utiliser le théorème 
du § 9 (2), ce qui donne 


(ûÿ) 


(Uy) (bi) (<r,) 

ûy) ('‘>'2) K^ï) 

J'îîîfe#!6'(2, 

C) (^'*) 

^y) (Sfi) 


_1_ 

'477^ 
i^y) 


c/t. 


Or la fonction 

(»,l “ 


résout le problème de Neumann, quand on cherche la fonction harmonique, 
qui prend sur (S) les valeurs égales à 
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le point {y) étant un paramètre. On obtient donc pour H{œ) la valeur 
(25) — ) »(-)r(l, ())dx, 


SI 


(Qy) 

1 fcns (r,aiVa) 


4 tc ; r 
(So) 


12 


G {2, 0)(^^r(l, 0). 


Pour V (co) on obtient la valeur 

(w) = — j T {Tai) (? ( 1 , w) d- — 4^ ('^) (^ > d'^ — 

(Üy) VV 

-= — 4 ^ \L{y)v{'z)G{\, .o)<h- Jd(T)f?(l, co),h, 

(ôy) (Üy) 

où nous désignons par ^(1, w) la valeur moyenne de 

6-’(l, 0) = ^^ 0), 

Mo 

qui est la fonction de F. Neumann, attachée à la surface (S) dans le cas 
du problème intérieur. 

6 . Occupons-nous, en dernier lieu, du problème (J^): construire une 
fonction sommable u(x) qui répond aux conditions; 

(20) Au (cü) cü (i'W) Û (ai) 

pour chaque domaine (w) contenu dans (û) et ; 

(21.^) — (A(a;)w)g-+-a('T) 

pour chaque portion (a) de la frontière (S), h [x) étant une fonction bornée 
et positive, intégrable en sens de Riemann et L, 0 (w), fx (o-) ayant le même 
sens (jue dans le § 4. 

En cherchant suivant les règles des §§ 1 et 2 la fonction harmo- 
nique w{x), vérifiant la condition 

a<'> (mi) =: — {hw\ -+- IJ. (a) 
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et en posant u = v-*-w on transforme le problème eu problème (5,) 
de la construction d’une fonction sommable v{x), qui satisfait à l’équation 

(2 Oj) Av {îv) = (ü (Lv) -t- d (w), 

où 

d (w) = 0 (to) -+- (0 (Lw), 
et aux conditions sur la frontière 


(21j) a<'>(v) = — (/îv)g. 

Cette fonction, en vérifiant l’équation (20j), est donnée, si on rejette 
le terme, qui est égal à zéro presque partout, par l’équation (22); la 
fonction harmonique H {x) doit vérifier sur la frontière la condition 


ou 




(%) 


dx 


'10 


les moyennes et v^{<7) existant, comme il est démontré dans 

les §§ 4 et 5. 

Suivant le théorème du § 2, le point (x) étant dans l’intérieur de (Ü), 

^ J [^9'“ (^1) (*^i) si ^ (2 , 0) = 

(Sa) 

(So) (Qj,) (<ia) 

(Qy) (la) 

(Sa) (Qy) (<^a) 


(Üy) <12) 
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(Oy) (*^*) 


(Ûy) (•^2) 

= ^ jT(L^)r(i, 0),;--+-;! |■^(T)^(l, o)(k, 

(£îÿ) ("^^y) 


OÙ (î(l, 0) est la fonction de Green du problème de la température 
stationnaire et r(l, 0) la fonction, introduite dans le § 2. 

On conclut de là que 


(25) v((ü) = — ---^^Jd(T)G(l, io)dz 

(^ÿ) (^yl 

et qu’on peut donner à cette équation la forme 

(25j) v(a))== — ^ ( L{y)G{\, <») v ( t) dz — fô ( t) G ( 1 , w) fit. 

(Ûy) (Ûy) 

7. La résolution des problèmes {A^, (A^) et (J,) est donc réduite à 
l’équation 

(25) t;(co) = X j'T(LtO^?(l> — = 

(Qÿ) (tly) 

En la multipliant par L(u^) et en intégrant, on obtient, en appliquant 
le théorème du § 9 (2), 

io(Lv)^ ^jL(a;)( Jg'(1, oj)z(Lp)dz)duj^ 

(<*>) (üÿ) 

(30) — ^ ("'K f ^ (1. ‘*>) = 

H (ûy) 

= XrÈ((ü, })z(Lv)dz-—^j'fc(üj, l)d(z)dz 

(Oy) (ûy) 

k(w, y) = ^ I L(:c)G(l, w)dw 

(lo) 


en posant, 
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En effet, si (y)) est le domaine, contenant tous les points de discontinuité 
de L{x\ on a 

^ Jz(a;)( j’G(l, tü)'z{Lv)ck^di^ = 

(< 0 ) (Qy) 

= limi jL(a:)( [g (1, w) t (L v) dx ) rfio = 

(< 0 - 11 ) 0 )) (üy) 


lim^J*T(iv)^ j L{x)G{l,t)i)d<jL>^ck^jk(oi, l)'ï{Lv)dT:, 

(Qy) (ü)- Y)(0) 


(ûy) 


l’intégrale 


J L{x)G{l, (ù)du)=jL{x)G{l, 0)diü 


(t)<o) 


(»!'») 


étant infiniment petite avec (ri), car la fonction Z(æ) G(l, 0) est intégrable. 
Nous désignons ici par (tjcü) la partie commune des domaines (w) et (yi). 
Nous aboutissons ainsi à envisager l’équation de la forme 

(31) 'f{x) = xfk('z,x)'^(y)di-i-f(x). 

(ûy) 

8. Démontrons que le noyau &(T,a;) de l’équation (31) répond aux 
éconditions (C) et (D) du chapitre 4, la fonction m(io), qui y est introduite, 
tant égale à 

L(<io)=:^jL(x)doi. 

H 

Pour démontrer que la condition (C) 

iJx(a,)^T, x)du> = ^jL(x)k(u>,y)dT 

(«O) (t) 

subsiste, supposons en premier lieu que le domaine (w) est dans l’intérieur 
du domaine (Q^). Nous avons 

^jL((o)*(T,a;)dcü = ljL(a:)(jL(y)^(0, l)(fT)dü,= 

(<*>) (w) ('c) 
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0)r/cü)./T = 

(t) (ùj) (^) (<ü) 

= 1Jx(t)A:(<^, l)rfT, 

(•t) 

les intéiirales 



étant imiiormément convergentes dans (w), respectivement dans {-), et la 
fonction F (1, 0) étant continue suivant la supposition faite à pro]»os de (w). 

Si (co) a une position quelconque et si (w) est dans l’intérieur de 
(cü) et tend vers (w), on a 

lim - fi (w) k (t, a:) <f(o = - j i (wj k (v, x) (ko 

^ J (0 , / 

((i>) (<») 

et, la fonction moyenne k (w, y) étant absolument continue, 

lim^Ji(T)À:(çü, 2/)dT = |J/.(T)A:((o, y)d^. 

(t) 

La condition (C) subsiste, donc, pour tons les domaines (w). 

Formons maintenant le noyau itéré du noyau k{x, x). On trouve 

A-j (t, x)=: ijk{':,l)k{l, x) (iï, = 

(4) 

(32) = i j X) ( I'l {y) G (T, 2) = 

he) (^) 

= f G*(^, 2)k(^, 

(t) (ûi) 

car en appliquant le théorème du § 9 (2), on a 
J L (y) J G (t, 0 )k(^,x)d^jd^ = lim J L(y)( f G (z,z) k (1, x) rf; ) (h -■ 

(t) (Q*) (t-1^) (Û^) 

= limr*(5, x)( ÇL{y)G{'!, 2)dz')d^, = jk{l x)(^j L{y)G{'^, 2)dz)(r^. 

(ûjg) (t-tY)) (Ûf) .. 
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Or, on a 

(33) 2)k{l = 2)diyil, x)<fc,=-- 

(0^) i^) 

= x)G{l, 2}(f:,yh. 

(^) 

Si (t) est à l’intérieur de {iiy), la fonction r(l, 2) est continue comme 
une fonction de (z) et l’égalité 


|^Jr(l, 2),h)kil, j'k{l x)V{l, 2')d^)d'i 

(Ü^) V) (^) (ô^) 


est une conséquence du théorème du § 8 (2). 

L’égalité 

(û^) (T) (T) (Û«) 

subsiste comme conséquence du théorème du § 1 2 (2), car les intégrales 



(34) 


rdr Ç Kilx) 

J »13 J »‘is 
(•') 


dl 


sont uniformément convergentes dans (O^), respectivement dans (t). 

En effet, si (Q est une sphère du rayon p, on, a suivant les formules 
du § 10 (2), 

(':^dÇ= J < Cf'’\ (I «) ?•->■ < 6; 

J ' so d ~»0 ’O ' '20 ' 

(ïo) (W (îo) 


les nombres a et A: du dit paragraphe étant égaux à 1 — X et 1 ; de même, 
si r(5, 0) est la variation de r($, 0), comme on a 

( 5 *) ■ \) ** (Sa) 
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on voit que le produit 

est borné, x) étant la variation de kÇ„ a). Il suit de là, suivant la 
remarque du § 3, la convergence uniforme de la seconde des intégrales (34). 
On conclut, de même, des considérations qui précèdent en appliiiuant la 
remarque du § 3, que l’intégrale 

l {x, y) = I'è (^, a:) (1, 2) = J L {z) Cl (2,0) G(\,2)d\ — 

(35) 

= U(H, ÿ)(?(0,2)d^ 

est une fonction uniformément continue du point (?/), ainsi que du point (x), 
c equi permet d’étendre, en passant à la limite, la formule (33) sur tous 
les domaines (v). 

On démontre maintenant sans peine que l(y, x) est une fonction 
continue des points (x) et (y) dans (Op et (üj. Comme on a 

j k (S, a:^) G (î/i , 2)dl — | È (? , x) G (y, 2) = 

= f[k(^,x^) — k{l, x)-]G{ji,, 2)d^-^ [ kCc,,x)[G{y^, 2)—G{y, 2)]d^ 

( 4 ) 

il suffit de démontrer que (35) est continue comme fonction de(a:) et comme 
fonction de (?/); or cela est fait ci-dessus. 

En substituant la valeur de (33) dans (32), on obtient 
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la fonction l (a-, y) étant continue dans le domaine de son existence, le 
noyau x) est fini et on a, entre autres, 

1^8 K a;)| <CL(t). 

Le second noyau réi)onda}it strictement à la condition (D), le noyau 
A:(t, x) répond à la condition (Dj suivant les théorèmes du § 1 (4). 

9 , Les résultats des §§ 8 — 13 du chapitre 3 doiuient maintenant que: 
1) les fonctions fondamentales de l’équation (31) forment une suite ortho- 
gonale par rapport à L (w), 2) que ses nombres caractéristiques sont réels, 
3) qu’il existe au moins un nombre caractéristique, 4) que le nombre des 
fonctions fondamentales qui correspondent à un nombre caractéristique X' 
est égal à l’ordre de la racine X' du déterminant de Fredholm. 

Soit (x) la fonction fondamentale, attachée à un nombre caracté- 
ristique X. On s’assure sans peine que 'p(ic) est continue dans (Ü^.). 

En effet, comme on a 


? (a;) = A’-* j (t, X ) 9 (y) ch = 1^ ^ L{ij)l {x, y) 9 {y) ch, 
iiiy) (üÿ) 

on trouve 

I ? (^' 1 ) — ? ^■'' 2 ) I f (y) I ? (y) 1 i ^ (^'1 > 2 /) “ ^ (.^' 2 ^ y )\d'^ < 

ai) 

<-k^tjL(y)\o(:y)\ch, 

av 

si la distance entre les points (ir^) et (:r^) est suffisamment petite. 

On démontre sans peine que chaque solution de l’équation homogène 

(30') 'I (w) = X l' Æ (w, 1) (t) dz, 

qui est associée à l’équation (31), est égale à la moyenne 


“J L(y)cf(x) 
(“) 


dw 


de la fonction fondamentale de l’équation (31). 
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Si l’équation (30') est satisfaite, on a 

I J K 1) (^) (u-, ÿ) dcu) <1/ (t) dx. 

(ûy) (üy) (itf) 

Or, on a, suivant le théorème du § 8 ( 2 ), 

J (J L{x)l{x, 2 /)dco)^(T)riT = w) l {x, y) d<i>^ 1 (t) dx = 

(Qy) (0>) (Ûy) (<«) 

=J' L{<a) ^ J' l(x, y)tj^(T)(iT^ do) — Ji («) ( j Z (x, y) (x) dx'j dM. 

(0.) (ûy) (<o) (ûy) 

La fonction 

(3 7) ç (a;) = J ; (a-, y) (t) dx 

(ûy) 

est continue, la fonction l{x^ y) étant continue pour tontes les positions des 
points {x) et {y). On a donc 

(«>) 

En substituant cette valeur dans (37) on trouve linalement 
(p {x) = X» J l {x, y) (IJ L {y) ? (y) dx) dx -- A» J L (y) l (x, y) 9 {y) dx, 

(ûy) (T) (ûy) 

d’où suit que <f(x) est la fonction fondamentale de l’équation (31). Comme 
<p(a;), étant la fonction fondamentale, est égale à la somme de deux 
intégrales 

xJ^cp(.^)rfT; ljL(y)r(l, 0)x{y)dx 
(ûy) (“y) 

9 ( 0 :) possède les dérivées dans l’intérieur de (OJ; la première intégrale, 
grâce aux suppositions faites à propos de L (y), a les dérivées régulièrement 


(w) = J L (x) 9 {x) dio 



462 


N. GÜNTHER. SUR LES INTÉGRALES DE 8TIELTJE8 


continues dans (iîj; F (1, 0) est harmonique dans l’intérieur de (QJ. 
Comme on a 

(30') 9 ((o) = X Ja^{w, l)ç(T)d[T, 

(Ûy) 

on dans l’intérieur de (tî^.) 

(38) A^(w) = — 4'rtXw(Z<9), 

ou, comme 9 possède les dérivées, 

(38') <T ( 9 ) a = J" da = — 4itX J L'^dco = — 4 itXcü (Z 9 ) w, 

(a) (<o) 

(a) étant la frontière de (w). 

Sur la frontière (S) de (Q^.) une des conditions est satisfaite 
ou 9 = 0, ou ( 7 ‘'*( 9 ) = 0 , ou ^'**( 9 ) = — (^ 9 ) 0 - 
Ayant remarqué tout cela, on peut démontrer l’identité 


(39) — L 9 ’ fi(o = |' 90 -^'’ ( 9 ) - 

(üx) («) 




/ \ * /do 

(^) 


d-, 


où y), ‘Q sont les coordonnées du point (a;). 

L’identité (39) conduit dans les cas des problèmes (.4^) et (A^) à 
l’égalité 

( 40 ) 4 TrX J L9* dio = J S 

(Qa-) (üa;) 


et dans le cas du problème (A 3 ) à l’égalité 

(40') 47rX J L 9 ** f/cü -= JV rfo -V- J X dx. 

(Ûa:) («) (Ua,) 

On en conclut, en premier lieu, que tous les nombres caractéristiques 
des équations (30) et (31) sont positifs et, en second lieu, que la solution 
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de l’équation (30) pourX = — ^ est unique, le nombre — ^ ne pouvant 

pas être un nombre caractéristique; la supposition que ip est ime constante 
est exclue par les restrictions, imposées à la fonction L{x). 

Les solutions des problèmes (^j), {A„) et (A^) sont, donc, uniques. 
Nous prouverons l’identité (39) dans le paragraphe suivant et nous 
finirons ce paragraphe en démontrant que le nombre des fonctions fonda- 
mentales de l’équation (31) est illimité. 

Dans le cas contraire, il existe seulement un nombre fini des fonctions 
fondamentales 

( 41 ) 

qui sont toutes continues, et on peut former une fonction continue /', qui est 
orthogonale à toutes les fonctions (41). 

Or, le nombre des fonctions fondamentales étant limité, on a suivant 
le théorème du § 6(4), en supposant la suite (41) orthogonale et normée, 


k('Z, x) 


9k (^) ?k ('^) 

Ùi 


Il suit de là que 

k—n 

r k (t, x) P {y) dv = V I ('^) 

( ûy ) *^=1 

La dernière égalité montre qu’on a pour chaque domaine (o)) 


(ü {LP) = 0 = r L (ü>) P{x) di^ = 0. 

(«) 

En se servant du théorème de la moyenne et en supposant que (co) 
est une sphère, ayant le centre au point (rr), on obtient 

L[i^)P{x,) = 0, P(^i) = 0, 

d’oû suit, quand on fait tendre le rayon de la sphère vers zéro, qu en 
chaque point P{x) = 0, ce qui est contre l’hypothèse. 
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10 . Il reste à démontrer l’identité (39). 

Envisageons les réseaux {RJ du § 1 (1), en supposant que toutes les 
intervalles des réseaux sont les cubes. Soit la longueur d’arête d’un cube 
appartenant à {RJ. 

Introduisons la fonction de Stekloff 


5+^» 

( 42 ) «!> (x) = Ç3 [' J J ? ^ 1 » ^i) (?)• 


Comme la fonction ip {x) possède les dérivées premières, on a 


“i?" = 







en désignant par {<jJ la frontière du cube (wJ. 

Désignons par (ü^) le domaine inscrit dans (Ü^,) et formé par les 
intervalles du réseau (J?,^); on a 


( 43 ) 



oo. 


En évaluant l’intégrale 


i’Xo* 

Qm) 



(—m) 


iO 


comme la limite d’une somme, on peut partager (ü^^) en cubes, appartenant 
au réseau {RJ. On a, pour w — »• oo, 

(44) — 47rX f L<f dui = — 4i:X lim (£p,) = lim Sp,- j ^ drr, 

(Ûm) 

en désignant par {x^) le sommet du cube portant le numéro i et par (<T„(b) 
sa frontière. 
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Or 

f j j (îî' ’ ^i) — ?'i (5t> ■'îi > Q) <1 -*- 

-ni U 
Çj+^n 

-+- I J (?'v) (^1 ' ’O» > ^) — 9r! (^1 ’ ^1^) -*- 

ii Ci 
ïi+?n ’ji+^n 

j J (?(; (^1> ^1» ^i~*“0~*“?ï (^l> ^l> 

Ci ’li 

Étudions la somme 

(45) Sç. j J ((p'ç(Ç^, ï)i, !;,. ï)^, y)d$,iiïîi. 

Ci ili 

En additionnant les termes dans chaque colonne séparément on obtient 
pour une colonne 



en désignant par cp", C', 9', les valeurs extrêmes des ç, î[ dans la colonne 
et par Ç,.', y)/, Ç/ les nombres dans les intervalles (v),-, II,., É- 

30 
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La dérivée ^ étant bornée et continue dans (Ü^), les quantités 
i" rt" S'+ln’l'+'n 




Ç' ri' 




diffèrent, si n est assez grand, aussi peu qu’on le veut de 

T"ît'(5", V', ov. î'ît'ff.v.ïv.’, >!.■. y)' 

Comme dans les cubes extrêmes de la colonne cos (A C) est égal à -+- 1 
ou à — 1, on obtient de là que la limite de (45) pour w— *-oo est égale à 




en désignant par (S^) la frontière de (û,„). 
On en conclut que 

— 47:X J'i;p*dtü = J 


(5m) (Û») 

j9»(9)Ær — J !:(^) <i"- 




Or, dans le § 1 nous avons démontré que si (ü,„) tend vers (Ü^), on a 


lim J' (pT (<p) du — ^ ça*’* (cp) du. 


Comme 


Lu? dfti 


J' (?) 
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ont des limites, l’intégrale 



en a une aussi et les égalités (43) et (44) donnent 

(39) — 4itX J'iip* rfw = J'cpCT**’ (ip) da — | doi 

(O*) (S) {Q'x) 

ce qu’il fallait démontrer. 

11. Supposons que la suite des fonctions fondamentales de l’équa- 
tion (31) 

(47) Oj, <p„ . Çjfc,. . . 

est normée et orthogonale. Désignons par le nombre caractéristi((iie 
attaché à la fonction (x). 

Suivant le § 4 (4) les séries 


OO 



jtj(T, X) -- 


V?;fc(aî)9*(T) 

V ■■■■’ 


k=l 




sont uniformément convergentes comme fonctions de (x), (y) et (t) étant 
donnés, et comme fonction de (y), respectivement de ('r), le point (x) étant 
fixé; suivant le § 5 (4) les séries 


VliMîàW, = l>3 




fc=l 


sont uniformément convergentes comme fonctions de leurs arguments. Suivant 
le §13 (4), si 

F(t) = Jl(Ç)Æ(t, z)fiz)d^,, Fiy) = jm y)md'', 
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la fonction f{z) étant continue, on a 


(48) 9k F(l/)= ^ (y)> h=\ F W 9k (y ) M 

fc=l (Ûy) 

les séries étant uniformément convergentes. 

Suivant le § 14 (4) on a 


w 


OO 

(t) = J a, (t, a;) V (w) (t) J w (t) <p^ (y) di 

(Qy) 

= 2 


(ü*) 


(û®) 


la série étant convergente, la convergence uniforme n’étant pas démontrée. 

Les théorèmes du § 1 6 (4) permettent, enfin, de développer les solutions 
de l’équation (31) et de son associée suivant les fonctions fondamentales et 
leurs valeurs moyennes. 

Ayant en vue les applications, nous pouvons, comme L(w) est la 
moyenne d’une fonction sommable, considérablement généraliser la première 
des formules (48). 

On peut, effectivement, laisser à côté la supposition que la fonction 
/ {z) est continue, en supposant seulement, qu’elle est sommable en sens 
de M. Lebesgue, ayant le carré sommable et telle que les produits Lf et Lp 
soient sommables aussi. 

Nous dirons que la fonction sommable f (x) répond à la condition (L), 
si la fonction Lf* est sommable. 

Pour démontrer notre assertion, remarquons qu’en établissant l’inéga- 
lité de Bessel comme dans le § 3 (4), on peut à la place d’une fonction 
continue f{x) prendre la fonction assujettie aux conditions mentionnées, si 
la fonction L est la moyenne d’une fonction sommable. En eftet 


si 


/ k—n K 8 

(üx) ^ ^=1 ■ (Ûx) 

Cj = J ' düi = I (i) {Lf) cpj dcü. 

(Ov) (Qx) 
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Dans lo § 10 (4) ayant posé 


A;(t, x) = 


S'nMMû.jf 

^ X,. « ’ 

/—i *• 


x) 


nous avous démontré que 

j L (ù}) (t;, x)dù) < ^(t), 


quand 


^ J L{ü>)k^ (t, x) d<t) 
(<•>) 


k^n 

-V 

k^l 


(“) 


si n'>N, 


< ^(w), 


si n^N, 


Soit 

f’(T)= Tact, z)ULf)dC„ 

(Q/) 

la fonction /'(^;) répondant à la condition (L). 

On trouve 

k:=n 

ri^„(T, z)l{Lf)dQ. 

^ (O.) (U.) 

Comme on a, (t, s) étant continue, 

z)ULf)cl^=jLR„(^, z)fdC, 

(O*) (2,) 

l’inégalité de Schwarz donne 

( J R„ (^, C (Lf) d(f < j LP dÇ . A (t), si « ^ 2V. 

(û/) 

En appliquant les raisonnements qui concernent seulement les déve- 
loppements des noyaux itérés et qui sont tout à fait indépendants du choix 
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(le la fcnction f{x), nous avons établi dans le § 11 (4), en se basant sur 
la dernière inégalité que si l’un des noyaux itérés (t, x) est fini, la série 


(48') f(T) = 2c,Ti(T), Ci,= ^ ^X.(Lr)u{‘)dC.= 

‘*1 kt (fi,) 

est convergente. On démontre que la convergence de la série est uniforme 
par les raisonnements du § 12 (4). Comme 


on peut écrire 







( 


k=m 



k—n 



k—m 


:î:fci 

k=n 



k=m 

<2- 

k=n 


k=Tn 

^ x** 

*=n * 


< 


<£ x)di>i<iC*r{x), 


étant le coefficient de Fourier pour la fonction f(z) et le noyau /((t, x) 
satisfaisant à la condition (D). Il suit de là que le terme complémentaire 
de la série (48') est moindre que 


sItGLi'z) 

d’où l’on conclut, suivant le lemme du § 3 (4), que la série (48') converge 
uniformément et absolument. 

Remarque. Comme application du dernier théorème, citons: si f{y) est 
une fonction à carré sommable, la moyenne du potentiel newtonien 


V 



d-T 


est développable dans une série uniformément convergente, suivant les 
moyennes des fonctions universelles de M. A. Korn. 
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Ces fonctions sont les fonctions fondamentales de l’équation 

<P = X J ^ dT H- F (a;) = X Jm (t, a:) ^ (y) rfT -f- 7’’ (4 

(Ûy) “ (ûy) 

dont le noyau m{% x) possède les propriétés du noyau A:(':, x) de l’équa- 
tion (3 1). 

12. La convergence uniforme de la seconde série (48) montre (lue la 
suite des fonctions fondamentales est fermée dans le corps des fonctions de 
la forme 

(49) F{x)= x)f(ÿ)dx, /"(y) continue. 

(^y) 

Gomme on peut donner à la dernière égalité la forme 
(49') F(4 =J’L(t)G( 1, 0)/-(y)dv = J:^^^^dT-H 

(Ûy) (Ûy) 

-+-Jz(T)r(l, 0)f{y)dx 

(Qy) 

on voit, en rappelant les propriétés de L (x), que la fonction F (x) est 
continue, possède les dérivées premières dans l’intérieur de (1\) et que 

(«) 

pour chaque domaine (u)) contenu dans (Ü^,.) et limité par (a); de plus, sur 
la frontière (S), F{x) vérifie une des conditions 

a) F = O, P) (t‘*> (F) = O, Y) <r“> (F) -t- (AF), = 0. 

Inversement, chaque fonction vérifiant les conditions mentionnées peut 
être représentée par la formule (49). Il suit des considérations des §§ 4, 
5, 6 que sa moyenne vérifie l’équation 

F(a,) = jL(T)(7(l, a))/’(î/)dT-=;iJ( Jl(t)^( 1, 0) Ay) ) d(o, 

(t^) {.^) (Ûy) 

d’où l’on conclut facilement que l’égalité (49) subsiste. 
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En répétant maintenant les raisonnements des §§ 10 — 12 du chapitre 2 
du mémoire de Stekioff «Théorie générale des fonctions fondamentales»* on 
s’assure aisément que la suite de fonctions fondamentales est fermée dans 
le corps de fonctions bornées et intégrables en sens de Riemann. 

Effectivement, toutes les formules des dits §§ subsistent, si l’on comprend 
sous^ la fonction moyenne L(o}) et si l’on traite les intégrales comme les 
intégrales de Stieltjes, les intégrales ayant un sens, car la fonction L (co) 
est absolument continue. 

Letnme. Soit donnée une fonction f{x), qui appartient à un corps (.4) 
des fonctions. Si, quel que soit le nombre positif e, il existe une fonction f^, 
qui appartient au corps des fonctions, pour lequel la fermeture de la suite (47) 
est établie, telle que 

(50) 

(ûj 


la suite (47) est fermée dans le corps (J.). 
Posons 


k=n 




B. 


n’ 


Jfc=l 


% 


(ûy) 


1=1 


et supposons que pour n^N, 


(ûy) 


ÇLRj^dx<t. 

(ûi 

Comme on a 

= f L<ft R^di; = 0 , 

(ûy) (%) 

on trouve, en posant 

Sn=(LB„U., 

(ûy) 


* Annales de Tonlouseï t. 6, 1906. 
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que 

s. = J 

(Ûy) (Ûy) (iiy) 

Il suit de là que 

s „ = f m: * H-J'i (/■- / J ft. 

(Ûy) 

et 

<J dT . J Li?;* dT H-| dT . Ji (/•- fj dx < 

(Ûy) (ûy) (Ûy) (iîy) 

(Ûy) (Ûy) (Üy) 

On en conclut que pour n> jV 

ce qu’il fallait démontrer. 

Pour étendre le corps, pour lequel la fermeture de la suite (47) est 
établie, envisageons en premier lieu les fonctions f(x) bornées et intégrables 
en sens de M. Lebesgpe. 

Supposons, qu’on connaît une suite des fonctions fondamentales 
(51) V,ix), F,(x),..., 

qui est normale, orthogonale et fermée dans le corps des fonctions /'(a^ 
bornées et intégrables en sens de M. Lebesgue, les fonctions V,^ (x) étant 
continues; on démontre facilement que la suite (47) possède dans ce cas la 
même propriété,* 

En disant qne la suite (51) est orthogonale et normale, nous suppo- 
sons, pour simplifier, que 

= jF^(a:)d(o = 0. 

(Qy) (Ûy) 

* Voir SoTerini, Circolo di Palermo, t. 36, 1913. 
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La fonction f{x), appartenant au corps des fonctions, pour lequel la 
fermeture de la suite (51) est établie, on a 

lim r (f{x) — — 0, n—*oo, 

(û*) 

où 

h=n 

~ .2 \ f^k 

(ûi) 

Supposons que le domaine y; est choisi de manière, qu’on ait 

j L{x)doi<-^y 
(■n) 

en désignant par A la borne supérieure de |/'(a:)|, et désignons par la 
borne supérieure de L(x) dans le domaine — y)). 

On a, si n > N, 

(û«) 

Formons une fonction f„{x) d’après la règle suirante. Posons 

fm (®) = (^)> si 1 (a:) I < ^, 

= BiS„(®)>^ f^{x) = —A, siS„{x)<—A. 

On trouve dans le premier cas 

l/'«-4WI = IA*)— 

dans le second cas on a 

]/■(*)- S. (»)i = S, (a) - m > f„ i<o)-m = \m - /•„ wi 
et, enfin, dans le troisième cas 


\fi^) — (®)| = /'(®) (— (®)) >fix)-+- {— fm (®)) = 
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Ou a, donc, toujours 


et 


W — — \f(x) — f^{x)\ < 2A 


(Üx) 



Il suit de là que 

J L (a,) (/•— fj* do> = J L {X) if - fj dco -I- fi (co) if- fj dco < 

(û«) (Ûæ-’i) (»;) 

r 

< 2^ -+- 2^ J L (w) diü < £. 

’’ (»i) 

L’égalité (50) est donc établie et la suite (47) est fermée dans le 
corps de fonctions bornées et intégrables dans le sens de M. Lebosgue."* 

Pour établir, en second lieu, que la suite (47) est fermée dans le corps 
de fonctions sommables, répondant à la condition (L), il suffit, en désignant 
par la fonction, qui est égale à f{x\ si \f{x)\ est moindre que m et 
à ±m, si 1/^ surpasse m, de choisir m de manière (lu’on ait 

ÇLix)\f(x)-fJx)\^dio<,, 

ce qui est possible, la mesure de l’ensemble, dans lequel f{x) — /i„(®) ost 
différente de zéro tendant vers zéro pour m—*oo. L’inégalité (50) est de 

* Pour établir que la suite (47) est fermée dans le corps de fonctions bornées et mesu- 
rables, on peut aussi ae servir d*im théorème de M. Lousine: «Si f(x)est une fonction mesurable 
définie dans Tintervalle < 1, il existe une série de polynômes lpn(^) absolument conver- 

gente vers lafonctiou f(x) pour tous les points de Tintervalle 0^®^ 1 sauf peut-être les points 
d*un ensemble de mesure nulle» (C. R., 1912, p. 1688; Recueil mathématique de Moscou, t. 28, 
pp. 277 — 282), qui, avec l’aide du théorème connu d’ÉgorofF sur la convergence uniforme des 
séries, étant généralisé sur les domaines à trois dimensions, permet d’établir l’existence pour 
chaque « > O d’un polynôme, dont les valeurs diflPèrent de la fonction f(x) moins que t dans tous 
les points du domaine (û^), excepté les points appartenants à un ensemble ayant la mesure 
moindre que t. Nous avons placé dans le texte notre démonstration, car elle n’exige pas l’emploi 
des théorèmes délicats de la théorie des ensembles et aboutit directement aux considérations de 
Stekloff en illustrant quelques points de la théorie des fonctions moyennes. 
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nouveau satisfaite et la suite (47), la fonction f^{x) étant bornée, est fermée 
dans le corps des fonctions sommables et répondant à la condition (L). 

Il reste donc à établir l’existence d’uue suite (5 1 ) jouissant des propriétés 
mentionnées ci-dessus. 

Dans mon mémoire «Sur une application de la théorie de fermeture» 
j’ai montré,* en résumant les résultats conformément aux suppositions 
faites ci-dessus, que, 1) si /(w) est la moyenne d’une fonction bornée et 
intégrable dans le sens de M. Lebesgue, la variable 

t-n 

(52) S((o,) = (co) 

«=i 

a une limite, si on augmente le nombre des domaines (w,) en les parta- 
geant, (w) étant une portion arbitraire de (ti^); 2) qu’on peut construire une 
fonction f[{x) intégrable dans le sens de Riemann et jouissant de la propriété: 
si le nombre des domaines (w,) est assez grand, la dift'érence 

est plus petite que £ pour les domaines (Wj), excepté certains domaines dont 
la mesure totale no surpasse pas e; le point {x^) est un point quelconque 
appartenant à (Wj); et enfin (3) en se basant sur ces deux assertions que 

CO 

(53) limS/’»(cü.)co.= V/V, 

k=l 

^k=j f f /■(*) ^k^^> ^ (“*) = 

L’égalité (53) montre que la limite de la variable (52) ne dépend pas 
de la loi choisie pour la division du domaine (w). En choisissant une loi 
déterminée pour la division de (£i — co) et une loi quelconque pour la 
division de (co), on voit que la somme des limites des deux variables étant 
indépendante de cette dernière loi, la limite de la variable (52) est de même. 


Bull. Acad Sc. de l’ÜBSS, 1927, 1, 2, §§ 7—10, pp. 76—92. 
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La limite de la variable (52) est donc une fonction des domaines (w). 
En la désignant par on voit, que 1)m(w) est l)oriiée, étant plus petite 

que B*, où B est la borne sui)érieure de 7| et 2) que n((M) est additive. 
La fonction m(w) est donc la moyenne d’une fonction F{x) intégrable dans 
le sens de M. Lebesgue. 

Or, on a, la variable (52) étant croissante 

/■»(w)<H (w); 

on trouve donc, en passant vers la limite ayant posé (w)— >0, (lue presque 
partout 

P{x)<F{r) 

d’où suit que 

J f^(x)d(xi^ j F\x)di)j. 

H (") 

L’inégalité de Schwarz conduit à l’inégalité 

(uo) w* = (| I /■ (x) rfo) ^ < cü (j ) dio 
H («>) 

d’où suit que 

lim 2/'*(cOj) (F) dw. 

(lo) 

On a donc 

J F{x) dui < ij P (x) dio < I F{x) doj 

(ü>) (ta) {»>} 

c’est-à-dire 

lim I,p (cü,) oj,- = I F{x)dü> = Çp(x)d(», £ (w ■) = (w). 

(<«) (") 

L’égalité (53) prend la forme 

OO 

{pix}du> = ^B,^ 

(ûi) 


ce qu’il fallait démontrer. 
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Si la fonction / (a:) appartient au corps de fonctions, pour lequel la 
fermeture de la suite (47) est établie, on a pour sa moyenne le dévelop- 
pement 

00 

(54) f{(a) = J L (w) f(z) d(ü = 2 Cj 9 ^ (cü), = J L (t) f{y) 9 ^ {y) d-z. 

(«>) (Ûy) 

Si iî„(a:) est le terme complémentaire du développement de f{x\ le 
terme complémentaire de la série (54) est égal à 

wJ " 

(a.) 

et on a 


(ijLiZ„da))*< l[L(a;) du) J L{x)B^\x)do, < iLfw) jL(a:)7î„*(a;)d(o, 
H H H (û*) 

d’où suit la convergence de la série (54), la convergence uniforme n’étant 
pas démontrée. 

13 . Revenons maintenant à l’équation (30) en lui donnant la forme 


(30) (ü (Lv) = X J A (o), 1 ) T (Lv) d-z -+- F((ü), X ^ , 

(ûy) 

OÙ 

(55) F((o) = -^J*(to, l)d(T)d-. 

(Üy) 

L’équation (30) est l’associée de l’équation (31). 

En appliquant le résultat du § 16 (4) on trouve que 


(56) 

où 


00 

(0 {Lv) = F(( 0 ) X r A (< 0 , y) F{x) dt - ^ f 

(üy) *^=1 ‘ ^ 


X 


1 

4«’ 




= f-^lw) %{x)diü, 
(Ûo:) 


Ja convergence uniforme de la série n’étant pas démontrée. 
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Si Tun veut avoir affaire avec une série, qui pour sûr est uniformément 
convergente, il faut, en se souvenant que x) est développable dans une 
série qui est uniformément convergente comme fonction de (v) et de (x), 
utiliser les derniers résultats du § 16 (4). Ceci permet d’écrire 


{56') a)(//V)=:F((«))-4-Xj k(ü), ÿ)F(':)d'z j y)F(i)d': -t- 

(ûy) (ûy) 

il=l 


En substituant à la place de F(bi) sa valeur (55) on trouve, en posant 
pour un court moment 

»iW = — 

que 

J k (a>, y)F{':)d<t=^ j (5) Ar, (w, 2) dÇ, J È, (co, y) Fiz) dr: = 

(Ûy) (Q*) (Ûy) 

(Ûf) 

Or on a 


J y)»^iT:)(h = — 

(ûy) 


1 rv 9fc(“)Ÿfc(y)^('") L1 

4,vJ - X*» 4xX/ 

(Ûy) 


9k ?/.■ (“)’ 


OÙ 

9k = 
(ûy) 

De meme 


Ck = j yi^) U (®) = J<p;fc (æ) ( J È (w, y) dj (t) dx ) doj = 

(ûi) (Qa:) (Ûy) 

(ûy) (4l 
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Ou conclut de tout cela, en substituant dans (56') et en y posant 

1 


X = 




que 


(ü 


{Lv) — — ^ ^ 


(57') 


(üvl 


iO..\ Je=l 


(Ûy) 


9k 1 

x)* (1 -H 47 cX^.) 




la série étant uniformément convergente. 

La série (56) prend la forme 

(67) <^(£0 = - J 

(Qy) ^ * 


en restant convergente. 

Si la fonction d('T) est la moyenne d’une fonction sommable fiÿ)., 
satisfaisant à la condition (L), l’intégrale 

J Æ (w, t/) d (t) d-, d (t) = ^ Jl {y) f{y) d'c 

(Qy) (T) 

est développable, suivant § 11, dans une série 
V 9k , g ^ 


k^l 


X,. 


9k = j^ix) t\x) Çj (x) (icü = J d (w) (x) d(ü, 


(0*) 




qui est uniformément convergente. 
La série (57) prend la forme 




ik=I 


( 58 ) 
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Or, sont les coefficients de Fourier, correspondant à la fonction /(a:); 
la suite de leurs carrés est donc convergente. On en conclut aisément que 
la série (58) est uniformément convergente; en effet 


h=m 

21 


9k 9k i^) 

J 


k=m k=m 

2 -v.. 

k—n 


fk'M 




k’=n 


(I-H47rV 




^h=n 
k=sm h=m ^ 

^ fC ^ 


k^=n k^^=n 


(û«) 


le terme complémentaire de la série (58) est donc plus petit que 




14 . Posons maintenant le problème, qui, sous certaines restrictions, 
peut être envisagé comme le problème de la chaleur. 

Trouver la fonction u {x, t) du point {x) et du temps t, qui répond aux 
conditions: 

a) dans l’intérieur de (O^) on a pour chaque domaine (w), limité par la 
frontière (cr) 

(69) a(«)a = ^î^|^w-+- 0 (to))a); 


b) au moment ^ — 0 , la moyenne w(a), () est égale à la moyenne d’une 
fonction donnée f{x) 

(60) M(fa), 0 ) = ^ J/'(a;)du>, 

(<ü) 

f{x) étant une fonction sommable, qui répond à la condition (L); 

c) sur la frontière (5) du domaine (üj on a 

, , OU (a) U (d) = a (d) ; ou (P)' d^*> {u) == fx (d) ; 

( 61 ) , s 

ou (y) d^*^ (w) = — (hu\ (d ), 

(d) étant une portion de ( 5 ) et 6 ( 0 )) avec (x(d) — les fonctions moyennes 
continues des domaines, appartenant à respectivement des portions de (5). 
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Nous supposons de plus que la fonction L (a?) ne dépend pas de t et 
satisfait aux conditions, mentionnées dans le § 4 ; c’est-à-dire, étant inté- 
grable dans le sens de Riemann, pour chaque sphère (w^) du rayon p, elle 
satisfait à l’inégalité 

h'iVidemment, le problème lui-même implique que la fonction moyenne 

d<a (Zai) 
dt 

soit à variation bornée. 

Les considérations des §§ 4, .5, 6 permettent de substituer au problème 
posé le problème: trouver la fonction v{x, t) telle que: 
a) dans (Q^) 

(59') 


b) au moment t — 0: 

(60') î;(w, 0):=^j25'(a:)dü.: 

(“) 

c) sur (S), 

(6 1 ') ou v (a) = O ; ou <t''* (î^) = 0 ; ou {v) ~ — . 

Nous avons ici 

d (co) = 6 (( 0 ) - a {tv\ F{x) = f{x) -w{x). 


la fonction ‘w{x) étant définie dans les dits paragraphes. 

En répétant les raisonnements des dits paragraphes, on obtient, en 

substituant partout à la place de w (Lv), que 

(62) = 

(ûy) 

C'(l, 0) étant la fonction de Green, attachée au problème, qui est définie 
par les conditions (61'). 


a,)d-_^Jd(T)G(l, C0)dT, 
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Marquons, avant tout, que grâce aux résultats du chapitre 8, on peut 
affirmer: si la fonction v{x) satisfait à l’équation (62) et à la condition (60'), 
elle satisfait à l’équation (59') et aux conditions (61'). 

Comme la fonction G{1, 0) est la somme de et de la fonction har- 

*"10 

monique r(l, 0), la partie droite de (62) est égale à 


<62') — ^ — ^ w)dT 

(t->) (üy) 

et l’existence de flux pour chaque domaine (w) est assurée sous la seule 
condition que la fonction 


(63) 


du (Lv) 
dt 


4- d (w) 


est continue, la moyenne du flux étant égale à cette fonction. 

La fonction r(l, w) étant la moyenne d’une fonction harmonique dans 
l’intérieur de (QJ, si (w) est dans l’intérieur de (û^) la fonction moyenne 
r(l, lü) possède les dérivées premières et secondes dans toutes les directions 
et son laplacien est égal à zéro; la continuité de la fonction (63) assure que 
le flux du second terme dans (62') est égal tà zéro; le laplacien du premier 
terme est égal à la fonction (63), suivant le théorème des §§ 7 (8) et 9 (8). 
Quand à la condition (6 1') on s’assure qu’elle est satisfaite en formant la valeur 
moyenne H((7) ou, suivant le cas, son flux où H{x) est la fonction 

harmonique, dont la moyenne est égale au second terme dans (62'); le choix 
de la fonction r(l, 0) assure les égalités (61'). 

Il suit de là qu’ayant construit une fonction >'{x), il faut s’assurer 
seulement, (1) qu’elle répond à la condition (60'); (2) que la fonction w(Lî;) 
possède la dérivée par rapport à t pour chaque choix du domaine (w) et que 
cette dérivée est une fonction à variation bornée et continue; (3) que 
l’équation (62) est satisfaite. 

15 , En multipliant l’équation (62) par L{x) et en l’intégrant, nous 
obtenons comme dans le § 7 l’équation 

( 64 ) Cü(Lu) = — ijÈ(cO, — ^Jè(cO, I/)d(T)dT. 

(Qy) 
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En intégrant l’équation (64) par rapport à t, nous obtenons 


(65) 


Ju>(Lî;)d# = - ^ J( Ja(u,, y) 

»1 "n (ûy) 

't 

N (ûy) 


Y) étant un nombre positif., 

( 66 ) 


Si la variation totale dans (O^) de la fonction 

dx{Lv) 

dt 


est bornée comme fonction de t dans l’intervalle 
(67) ïl>0 

on trouve, en appliquant le théorème du § 9 (2), que 

J( J*(w, y)—^d'z^dt = ^k{iü, y)i^^—^^dt^d': = 

(ûy) (Qy) 


= J k{iM, y) x (Lv) d/z — ^k{ia, y) {'t {Lv)\ d'z 

(Ûy) (Oy) 

et l’égalité (65) prend la forme 

t 


(650 


j (>}(Lv)dt = — k{w, y)'z{Lv)dn:-i- 
^ (Oy) 

t 

jÆ(a>, y){':{Lv)\d^— ^ J ( J k{^, y)b{::)dn)dt. 

(Ûy) (Ûy) 


Remarquons que les calculs imposent à la fonction v{x) une nouvelle 
restriction. L’ayant formée, il faut s’assurer que (20 la variation totale de 
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la fonction (66) dans chaque intervalle (67) est bornée comme la fonction 
de t. 

Soient 

(68) I f 

les suites des nombres caractéristiques et des fonctions fondamentales du 
noyau k{x, x), en supposant que la suite des fonctions fondamentales est 
normée et orthogonale. Posons 


(69i) 


Si l’on a 


(ûj/) 

« 


la fonction ^{y) répondant à la condition (L), la série 


( 70 i) jÈ(co,y)d(T) 
(Ûÿ) 



" ) L{x)'f^(x)duj 


est absolument et uniformément convergente suivant le théorème du § 11 
et on a 


J ( J È (co, y) ô (T) dx)dt^'^ J' a, dt. 

■A rfO , \ ^—1 


V (Ûy) 


Posons 


(69,) 


J L (y) F(y)(pj^ (y) dx = b^. 
(ûy) 


Si la fonction ^(y) répond à la condition (L), la série 


(70,) 


T 

J *(w, y)L{y)F(y)dx= ^ 

OA 


(Üy) 


est absolument et uniformément convergente. 
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Supposons, enfin, que la fonction v(x) est telle, que la série 


(7O3) 

dans laquelle 
(693) 

soit uniformément convergente; cela a lieu, par exemple, si la fonction v{x) 
vérifie la condition (L). 

Si la fonction (v) satisfait à l’équation (65'), les séries (70j), et (70,) 
étant uniformément convergentes, le développement de 


-, y) -t (Lv) = 2 ? î* 

fc=i * 

(Qy) 



t 

J w (Lv) dt 

fi 


suivant les valeurs moyennes cp;(.(w) des fonctions fondamentales doit être 
uniformément convergent. 

Or, si l’on pose 

J' 00 

^ fc=l 

on trouve 


9k =j ?* iy){f'^iLv)dt'^d': = j(^ l’ T ( Lv) (y) d^^dt = je^ dt. 
(üÿ) fi fl (Qy) n 


L’inversion des signes des intégrations est légitime, si la variation 
totale de la fonction v (Lv) dans (Cl^) est bornée comme la fonction de t dans 
l’intervalle (67), ce qu’on doit vérifier après la formation de la fonction v. 

En identifiant les coefficients des divers termes dans les parties gauche 
et droite de (65'), on trouve 


t 



fi 


t 


47; 



fi 
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ou 


iU 


= — «i, 


d’où suit 
(71) 


.dt 


restant encore indéterminée. 


Cj^ = ‘ * j ' a, 

O 

déterminée. 

La fonction F{x) satisfaisant à la condition (L), la série 

OO 

(72) = 




est convergente suivant le théorème du § 12. 

Il suit de là, en premier lieu, que suivant la condition (b): 

h = h’ 

on trouve 

A:=l fc=l O 

Si la fonction ô((ü) ne dépend pas de t, les coefficients sont 
indépendants de t et la série (73) prend la forme 

(73') <^{Lv)= 2 2 Æ I’ -«■"‘‘''l 

Si la série, qu’on obtient en dérivant les termes de la série (7.3) par 
rapport à f, est uniformément convergente, nous avons 

it7=l 

OO i °° 

-i-4it 2 TfcC^) f a^^dt — ^ ‘*A:9il:(“)’ 


( 74 ) 
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respectivement 

( 74 ') — 4tc 2 2 

fc=l A:=l 

16 . Il reste à étudier, si la fonction v construite par nous vérifie les 
conditions (1), (2) et (3). 

Remarquons, en premier lieu, que pour chaque >) > 0, si est assez 
grand 

(75) 

G étant un nombre positif choisi arbitrairement. 

On en conclut que dans chaque intervalle (67) les termes des séries 

sont plus petits en valeur absolue que les termes correspondants de la 
série (70^), d’où suit que ces séries sont uniformément convergentes. 

Si les coefficients ne dépendent pas de t, on voit immédiatement, 
en comparant avec (70^), que les secondes termes dans (74') et (73') sont 
les séries uniformément convergentes dans l’intérvalle (67). 

La convergence uniforme des seconds termes dans les séries (73) 
et (74) n’est pas évidente. Pour n’interrompre pas les raisonnements nous 
supposerons que la fonction d (x) est soumise aux restrictions qui assurent 
cette convergence; nous démontrerons plus loin, que cela a lieu, par 
exemple, si la moyenne 

^ J' L(x)d(x)do) 

H 

possède les dérivées première et seconde par rapport à t, ces dérivées étant 
les moyennes des fonctions d(æ) et d(«:), jouissant des propriétés de la 
fonction d{x) et si, de plus, les intégrales 

j L {x) d* {x) düi, j L(x)^ (x) d(a 

(Ûy) {Û<C) 

sont bornées comme les fonctions de t. 
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La convergence absolue et uniforme des séries (74) et (74') assure, 
que la fonction (66) a une variation totale bornée comme la fonction de t 
dans l’intervalle (67); pour la série (74'), si ■/], le terme complémentaire, 
étant moindre que la somme des termes complémentaires des séries (70^ 
et (70j), est de la forme 

2C/rL(ü)) 

d’où il suit que la variation totale de la somme de la série (74') ne 
surpasse pas 

k=zn 

2 ( l''il l“‘l 1 1’» + 2C /r i.(0,)a„ 

k=\ 

n étant un nombre, dépendant du choix de y) et ‘i>^ (w) étant les variations 
moyennes des <pj(a)). 

Le choix des coefficients des série (69) assures que la condition (60'), 
c’est-à-dire la condition (1) du§ 14 soit satisfaite. 

La série 

r 

^k=j 

(Üy) 

est convergente suivant le théorème du § 12, éventuellement, n’étant pas 
uniformément convergente; elle donne le développement de la moyenne de 
la fonction L{x) F{x), où F{x) répond à la condition (L). 

Si pour n'^N son terme complémentaire pour un choix de (w) est plus 

petit que le terme complémentaire da la première série dans (73) jouis- 

saut de la même propriété, la différence entre les sommes de ces séries ne 
surpasse pas en valeur absolue 



et est plus petite que e pour un choix convenable de t. 

La convergence de la série (74) assure l’existence d’une dérivée 
par rapport à t chez la fonction (o(Lt;) dans l’intervalle (67), d’où suit 
que la condition (2) du § 14 est satisfaite. 
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t 

Il reste la condition (3). En supposant, que < appartient à l’intervalle (67), 
multiplions la série (74) par — y\ ayant substitué dans cette série 

partout (t) à la place de (w), et intégrons le produit. Nous obtenons 


(ûy) 


dt 


k—. l k=\ Q 

■^^2 = Jft(w, 2/)»(T)dT. 

(Ûy) 


Nous restituons, ainsi, l’équation (64). Pour passer de l’équation (64) 
à l’équation (62), remarquons, qu’en connaissant la moyenne (o (Lv) pour 
chaque domaine (u), on peut dire qu’on connaît presque partout la 
fonction L{x)v(x) et en se souvenant des restrictions, imposées hL(x), 
qu’on connaît presque partout v{x), c’est-à-dire, qu’on connaît t;((«)) pour 
chaque domaine (u). 

Ayant posé 


(62') t; (o)) = - ^ J G (1 , (o) dt - - 1 d (t) (? ( 1 , (o) (iT -H « ((o) 

(ûy) (liy) 

on voit, que « (w), étant absolument continue, est la moyenne d’une fonction 
sommable oi(x). En multipliant (62') par L{x) et en intégrant, on trouve, 
vu l’équation (64), que pour chaque domaine (w) 


^ J* L(x)oL((ti)d(ü = “J' L{x)a{x)dw— 0. 
(« 1 ») («) 

La valeur de la moyenne 


(®) 


U) =0, 
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qui est presque partout égale à L{x)a. (x), est donc partout égale à zéro ; 
il suit de là que a (x) est presque partout égale à zéro, et que, pour chaque 
domaine (w): 

a(u))=:: 0. 

L’équation (62) est donc satisfaite, c’est-à-dire, la condition (3) est 
remplie. 

17 . Il reste à étudier les restrictions, imposées à la fonction d(w). 

Supposons que la fonction t (Ld) possède une dérivée par rapport à t et 
que cette dérivée est égale à la moyenne d’une fonction sommable d, 

qui répond à la condition (L). Ayant posé 


a^ = j (h 

(Ûy) 

nous obtenons 

t 

= J (^) = j T* (y) (^^))o 9k (y) ~ 

(Ûy) (Ûy) O (Ûy) 

t » 

= J ( J T (Zb) cp;^ {y) d'zj dt-t- ji'! (Z&))o cp* (y) dT = ja^dt-*- . 

O (Qy) (Ûy) O 


Il suit de là que 



^3 

dt 
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La première série dans (76) est uniformément et absolument 
convergente, ne différant pas de la série (70 J. 

Or, 

{Ùy) 

< ^L{y)9k{y)à-- ^L{y)»^{y)d-: < B. 

{Ùy) [ùy) 

On conclut de là que les termes de la seconde série (7 6) sont moindres 
en valeur absolue que les termes de la série 


_l_ 


oo 



O 



qui est uniformément convergente. 

La série des dérivées par rapport à t des termes de la série (76) est 
égale à 

(77) 

*•=1 0 


En supposant de nouveau que la fonction t(L§) possède une dérivée 
et que cette dérivée est égale à la moyenne T(Ld) d’une fonction 
sommable d, qui répond à la condition (L), on s’assure, que la série (77) 
est uniformément et absolument convergente. 

18 . Ayant ainsi posé le problème: trouver une fonction sommable v{x, t) 
vérifiant les conditious: 

s 1 . . dû) (Lv) - , , 

«) = Hd((0) 


pour chaque domaine (w) appartenant à (ü), (a) étant la frontière de (w); 
P) V (w, (S) = F (cd) 

pour le moment initial < = 0 et 

y) m((t) = 0, ou <7<**(v) = 0, ou = — (Av)o, 
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(a) étant la portion de la frontière (S) de (SI), nous l’avons résolu sous les 
conditions suivantes: 

1) Ji{x) est une fonction bornée des points sur (S), intégrable en sens 
de Riemann. 

2) L{x) est une fonction intégrable en sens de Riemann et telle que 
pour chaque sphère (wJ du rayon p le produit L((o)p'“^, 0 <X< 1, soit 
borné. 

3) d(w) et sont les moyennes 

d (cü) = ^ ^ L{x)b {x) dw, F{(ù) = ~ J' 

{") (“) 

des fonctions sommables è{x) et F{x), répondant à la condition (L). 

4) La moyenne w (Ld) possède les dérivées première et seconde par 
rapport à t, qui sont les moyennes des fonctions sommables, vérifiant la 
condition (L). 

Nous disons que la fonction sommable f vérifie la condition (L), si la 
fonction LP est sommable et nous désignons par cü(Lw) la moyenne du 
produit Lv pour le domaine (w), et par {hv\ la moyenne du produit hv pour 
la portion (a) de la surface {S). 

La solution est donnée par la série 


(73) ^{Lv)= 2 

OÙ 


k=.\ 




, = Jz (a:) d (x) (x) dbi, b^ = j L (x) F(x) (x) dui, 

(Q^) 


sont les nombres caractéristiques du noyau 

j y)(K 

(t) 

G{x^ y) étant, suivant le cas, la fonction de Green du problème de Dirichlet, 
du problème de Neumann ou du problème de la température stationnaire; 
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sont les moyennes des fonctions fondamentales, qui correspondent aux 
nombres en supposant que leur suite est normée et orthogonale. 

La série (73) est uniformément convergente dans (QJ pour chaque 
intervalle i) < t, ï) > 0. 

Nous n’affirmons pas que la solution, trouvée par nous, soit unique. 

Mais parmi les solutions, jouissant de la propriété suivante: la 
moyenne w (Lv) possède pour chaque (w) la dérivée par rapport à t, cette 
dérivée étant la moyenne d’une fonction sommable, vérifiant la condition (L), 
notre solution est unique. 

En effet, sous cette condition la moyenne to (Zv) donnée par l’égalité (6 4), 
est développable dans une série suivant les moyennes des fonctions fonda- 
mentales qui est uniformément convergente dans (Ü). 

On peut, donc, en répétant les calculs du § 1 6 trouver les coefficients 
de ce développement et restituer la série (7 3). 
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